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参照 概要 :上図 及び 添付の図 表

ⅰ 2001 年 4月に入った 時期に， 以前の各種資料の整理を本格的に開始した．

　  本Seriesでは，上図に示すように，面内問題の理論式の導出から始めて，最終的には

　その理論式に対応できる面外問題の合理的な近似式を案出することである．

　当初は 　 年間くらいの目途で作業に入った．

概要と 今後の計画

( ) 

 

 

( ) 

p. 4 ~ 12

(2)

　

　 , 

しかしこの問題は，著者にとっては

　大変困難な作業であった．幾重にも絡み合っている問題点を一つずつ解きほぐし続け

  て，全体像を図示できるようになるまでに，実に 17年間 を要した．

ⅱ この長年月の試行錯誤の結果, 不連続境界の内縁と外縁を連結する境界間発生内力の

計算式を共通表示することができた．その概要を凡例として に添付した．

　

今後の計画

ⅰ 初版の中には

( ) [

  ( ) [

    2018 9 18  

，

　　 ，

記号の不統一等の不備があり 改正が急務のため，作業中である．

ⅱ 本書の境界条件は(楕円形境界)と 一様分布負荷]の場合に限定した. (任意形状) と

[集中力等の負荷]については 説明の追加 と 解析の追加]を行なう予定である．
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　ⅱ 計算法：下図の（ , ） と , ） の条件に対して，

外板 の( 方向変位) 内板 の( 方向変位)
            の２条件から，
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            未知数
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Note ( p. 6 + p.7

ｔ境界内力共通計算式( ; )の新規提示  

ⅰ [ ]は Ｄ ｚ)空間の変化であり，[ｔ ]は 面上の変化である．

  両者は異なる次元の現象であるが，

x y x y

m1,2,3 1,2,3

2D

1955

 



[ ]と[ｔ ]は境界条件が単純であるため，

　前者の境界条件を 問題に近似化して，後者と同様の形で近似解析する方法が提案

　され,世界的に多くの有益な関連論文が発表されてきた(概略 1870～ 年代)．

  しかしこの　近似解法を，複雑な条件を伴う複合平板[t4,ｍ4]の境界内力解析にまで

　　拡張した例は見当たらない ように思う．

Fig. (p. 6)  model - m4 3（複合板の Ｄ曲げ）
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 - -  -

, , )

t t

x x

y y

p p p p

 




  
 

  

(t 4) (t 4)

t 4 t 4 t 4 t 4

参照

ｙ既知 未知(

（

　　ⅱ 計算法：下図の（ , ） と , ） の条件に対して，

外板 ( 方向変位) 内板 の( 方向変位)
            の 条件式から，

外板 ( 方向変位) 内板 の( 方向変位)

            未

内縁

内縁

知数

外縁

外縁

，

x y x

x x x x p. 45

        

 参照を算定する． ～51

xt (t4)
xβxt

[ ]R1

hole
( t4)
xβ

( t 4)
yβ

( t4)
yβ

( t4)
xβ

(t4)
xβ

(t 4)
yβ

( t4)
yβ

yt

yt

)R2(

    : 

(t 4) (t 4)

x y

[R1] 1 1 1E , , ht 4

+( ) ( , ） 



x yt , t

 :   

(t 4) (t 4)

x y

2 2 2(R2)
E , ν , ht 4

    ( , ） 

( ) ⅲ 説明図：

 ) -  

( )   (   

                                                   

(m4) (m4) ( 4) (t4)
x y x y

Note ( p. 6 + p.7

,  ;  , 
ｔ

続き

ⅱ 境界内力 )共通計算式の導入によって，複合平板の応力問題及び

　変位問題の弾性解析を広範に展開させることが出来たと考える.　

( 2DFig. (p. 7)  model - t4 ）複合板の 延び　　
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;  

[ ,  ,   ]
) :  

[ ,  ,   ]

   ( ) q q

p p q q

p p q q

                                                  

 
 

  
  

     
(m1,2.3) ( 1,2.3)

(m1,2.3)

(t1,2.3)
Note ( p. 8 p.9

ｔ
ⓐ ⓐ

ⓐ

ⓐ

と影響因子 式 に対する 計算式

 ，
の全係数を通しての考察：

 ，

ⅰ　　 y y 

x y x y

x y x y

   [ ,  ,   ] p. 44~51

                                                                           

p p q q (m1,2.3)

ⓐ 参照

全て既知式

  　　  ， の全計算式x y x y

 

model

Table(p. 20)

d d
(md)-

 :  (m1,2,3.4)4

 ( ) 1 0

 

       
      



   
   

 

(m1) (m2)
 

y  y  y  

(m) (m ) (m )

y  y  

(m1, 2, 3) (m )

q =    q =   q

(C 3) q vs. q

参照

　

面外全 対象
ⓑⓐ

 ， ，

式 単体板 の計算式, 式 複合板 の計算式

1 : 　　　 　 　　　

ⓑ

例題による計算式の対比：　 式 式

　ⓐ

ⓐ ⓐ ⓐ

  

 

   

1

1 1

2 1

2 1

2

( ( )

(1 ) 2( / )
                    

(1 )(1- )

2 1 2 (2 1) 2 -1) -
 ( ) :    

1 2 2 (2 -1) ( - )

( ) - -

-

m mm m

m m m m

m m m m

m m m

G Gb b b
a a a

b b b
a a a

G G

G G G G

b a

k k k k

k k k



 

 

 

  

  

          

       
 

    



(m)

(m3)

(m4)

y 

=

q

ⓐ

単体板

専用式

2 　
ⓑ

     
2 1

2

1
 

0

  

 ( )  

 ( )                            : 

m
m m

G
G G

 


 



  

 
 
 

                             

(m)

(m4) (m1) (m4) (m ) (m4) (m3)

y  y  y  y  y  y  
q q q q q q

ⓑ

複合板

共通式

係

ⓑ ⓐ

変換関

式に対する影響因子と各因子の適用範囲 

3 : ，　 ，　

　4 　

ⓑ ⓑⓐ ⓐ ⓐⓑ

ⓑ

)

-

; 1

{ 1} 0

    

0 1

          

      

  
y m

b
a

m G







 

   
        
            

  
1

2 1 m

1

3
2 2

3m
1 1

1

1 + ν
y

3 + ν

E h

E h
ν - ν G    G =    m b / a

      
外

（ ) 関連項

（ ）

≦ ≦

影響
③ ④ ⑤

因子

適用
≦ ≦

範囲

① ②

　　　　 　
定義

内板 面外(
外板 面内( )

曲げ剛性比 変換係数負荷外力 境界形状
m

t

m

k

k

k =
t
k

 

 

 

 

 

 

   

  

(5)

                p. 26

  model 

 

:  

m
G

 







   
  
  

  
  

  

1

2

( )

y m 1 1

t

m4

0 ν 0.5

k = (1 ν ) / (3 + ν )

k 1 (const.)

q

（

等

と

板の 内板の

例 　≦ ≦

上記[ の

（分子 分子)の最終項

　　　
参照理論係数） 

： ③

式]

｛ ｝

　

[注記] ⑤　 ④

　 　

          

説明図 面外計算 の定義　

ⓑ(近似係数）

p. 20   参照　 　 　

y
m

xm

z

x

y

[m1]  一様平板ⓐ

hole

free

y
m

xm y

z
x

m2[ ]  開孔平板ⓐ

y

z

xm

x

f i x

y
m

m3 ⓐ[ ]  境界縁固定板

y

z

xm

x

y
m

[m 4]  複合平板ⓑ
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y

xt

[t1]  一様平板ⓐ

x

yt

y

x

[t 2]   開孔平板ⓐ

hole

free

yt

xt
y

x
xt

yt

[t 3]   境界縁固定板ⓐ

f i x

y
t

y

xt
x

[t 4]   複合平板ⓑ

 

model

Table(p. 20)

d d
(td)-

 :  (t1,2,3.4)4

 ( ) 1 0

 

       
      



   
   

 

(t1) (t2)
 

y  y  y  

(t) (t ) (t )

y  y  

(t1, 2, 3) (t )

q =    q =   q

(C 3) q vs. q

参照

　

面外全 対象
ⓑⓐ

 ， ，

式 単体板 の計算式, 式 複合板 の計算式

1 : 　　　 　 　　　

ⓑ

例題による計算式の対比：　 式 式

　ⓐ

ⓐ ⓐ ⓐ

  

 

   

1

1 1

2 1

2 1

2

( ( )

 

(3 ) 2( / )
                   

(1 )(3- )

2 1 2 (2 1) 2 -1) -
 ( ) :     

1 2 2 (2 -1) ( - )

( ) - -

-

t G Gb b b
a a a

b b b
a a a

G k G

G G G G

b a

k k k

k k k



 

 

 

  
          

       
 

    



( t )

t tt t

t t t t

(t3)

t t t
(t4)

y 

t t t

=

q

ⓐ

単体板

専用式

2 　
ⓑ

     
2 1

2

1
 

0

  

     

 ( )  

 ( )              : 

G
G G

 


 



  

  
 
 
 

                             

( t )

t
t t

(t 4) (t1) (t 4) (t ) (t 4) (t 3)

y  y  y  y  y  y  
q q q q q q

ⓑ

複合板

共通式

ⓐⓑ

変換関係

式に対する影響因子と各因子の適用範囲 

3 : ，　 ，　

　4 　

ⓐⓑ ⓑ ⓐⓑⓐ

ⓑ

)

-

; 1

{ 1}

    

0 1

                        

      

y

b
a







                        
1

2 1

1

2 2

t
1 1

1 + ν
y

3 + ν

E h

E h
ν - ν G    G =    t b / a

     

ｔ

（ ) 関連項

（ ）

影響
③ ④ ⑤

因子

適用
ｔ ≦ ≦

範囲

① ②

　　　　 　
定義

面外(内板

外板 面内( )
延び剛性比 変換係数負荷外力 境界形状

m

t

m

k

k

k = tk

 

 

 

 

 

 

0
   

  

(5)

  

                p. 26

  

 

:  

G
G

  








   
  
  

  
  

  

1

1 2

( )

y m 1 1

t

4

0 ν 0.5

k = (1 ν ) / (3 + ν )

k 1 (const.)

q

 

（

ｔ

等 ｔ

と

ｔ

外板の 内板の

例 　≦ ≦

上記[ の

（分子 分子)の最終項

　　　
参照理論係数） 

≦ ≦
： ③

式]

｛ ｝

　

[注記] ⑤　 ④

　 　

          

説明図 面外

ⓑ(近似係数）

model p. 21   参照計算 の定義　　 　 　

  t/ ,

 

( )  ;  ;  

 ;  G ( , ) , ) 4mb a

q q

q q G k k  

                                             

     

  

(m1,2.3) ( 1,2.3)

(m4) ( 4)
m t 2 1

Note ( p. 8 + p.9)

 

ｔ
ⓐ ⓐ

ｔ
ⓑⓑ

式の理論上の影響因子は (

続き

　ⅱ　   と (m4) (t4) 式の差異：

  ② ③ ； ),④

ⓑ

,⑤( の 因子

  

y y 

y y 

 

4 p. 10  11

( )  [ ,  ,   ] p. 44 51 .p p q q & (m4 t4)
参照

相互に分担して影響を及ぼ である．この 因子が し， , の計算図が示される．

ⅲ 複合平板の  ，  の共通表示式の導出法 ～x y x y ⓑ
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(m)

( )(m)

(C4)   

(1) - ( 0.3)q   
  

 m1,2,3
2 2ⓐ

数値計算図の例

  
y 

( )

   

m1,2,3
q

y  ⓐ

( )

  

m 4
q

y  ⓑ [ m 4 ]ⓑ

複合板

  m 3 

 

ⓐ 固定縁

 m 2

              

ⓐ 開孔板 

 m 1 

        

ⓐ 一様板

 
 ( )  ( )

:    

 

  (

 ,  ,  

) 

   



                                               

  

   
  
  

(m) ( t )

(m4) (m4) ( 4) (t4)

p10 vs. p11
vs.

+ Note ( p. 10  p. 11)

 

ｔ

3 直線上
　 式

に限定計算可能範囲の比較

（  ; ） 計算結果が示す特性

ⅰ

x y x y

ⓐ

 ( ) 0 / 0}  / 0}

( )  [ , , , ] , [ , , , ]

 p. 62~87  

G b a G b a


 
 
 

   

(m4) (m4) (m4) (m4) (t4) (t4) (t4) (m4)
   

必要領域
式 に拡張

全計算値

＆ ＆ { { で計算曲線に不連続性が存在する．

の計算式と計算図は，係数

　　毎に異なる，全体の図・式を

ⅱ と

ⅲ

に示した．

x x x y x x x yp p q q p p q q
ⓑ ⓑ ⓑ ⓑ ⓑ ⓑ ⓑ ⓑ

ⓑ



2 0.3    
1

0

 
 
 

m

b / a 

G 



 
 
 



0

m

b / a 

G 

 1ν = 0.3

   1ν 無関係 

   1ν 無関係 
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[ t 1 ] 一様板ⓐ

[ t 4 ]ⓑ

複合板

(  )

  

t 1, 2, 3 
q

y  ⓐ

( )

  

t 4
q

y  ⓑ

-[ t 3 ] 固定縁ⓐ

[ t 2 ] 開孔板 ⓐ

0.3   
1 2

   

 ( ) 

                    

+ Note ( p. 10  p. 11) 続き

ⅳ 境界内力分布の不連続点部は一般に，応力分布の特異点であり，亀裂発生

   等の原因になる場合が多い．安全対策の検討が重要である．この様な特殊個所

　 については　　境界発生内力図 に加えて．　応力分布図 の調査が必要である．

(t)

( )(t)

(C4)   

(1) - ( 0.3)q   
  

 t1,2,3
2 2ⓐ

数値計算図の例

  
y 

( )(m) ( ) - ( 0.3)2 q   
  

 m4
2 2ⓑ

 
y 

 1ν = 0.3

   1ν 無関係 

   1ν 無関係 

0

 
 
 

t

b / a 

G 

0

 
 
 

t

b / a 

G 
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 p. 4 11)

D1

 )

)

[ ] D

t t

m m

 

   

& ( m t )

(t4) (t4)

( 4) ( 4) (t4) (t4)

y

ｍ ｍ
y y

凡例( ～ のまとめ：

（ ）境界発生内力の共通計算式の実用性の確認

 　複合平板の引張負荷（ , ）に対するする境界発生内力（ ， 計算式は，平板の弾性

  理論式として導出できることが確認できた．これに対応させる曲げ負荷( , )の境界発

　生内力( ， 計算式は,( ，

x y x

x y

x x

   

    

)

) )

p. 10 11  p. 62 83

D2  ( 0) &  0 ( 0) &  0

-

t tG G

   

         

( 4) ( 4) (t4) (t4)ｍ ｍ
y y

式に所定の近似係数を配置する方式で標示した．

　( ， 式による近似計算値は，( ， による理論値と対比して，実用上十分な

　精度で求められていることを確認した．　 ～ 及び ～ の計算図参照．

（ ） b/a  及び b/a の内力分布の不連続性について：

　下記 模式図の

x x

 

( 4  4)

2 

p. 62 83 

t vs m

x y x y

q

p p q q 
 

( 4)t
y影響係数 の例では，上記の 点で計算値に不安定性がみられるため，安全

　対策の検討が必要である．なお，影響係数 , , , 　 の各々の計算値は，それぞれ

　異なる特性の分布図（ ～ 参照）で示されるため，個別に検討を行うことが必要である．

a
b

2h 

( ) 1h 板厚

複合平板

y
t

y
t

tG 
2 2

1 1

E h

E h

Model (t4) 

 ( )G t 3 　

 b / a

( )

 

t 4
q

y  ⓐ

( )G 0t 

0 1

1
 

 

G ）　  不連続曲線

 b / a

( )

 

t 4
q

y  ⓑ

)  G 
  不連続曲線

0 1

1
( )G t 1 　

算出曲線は全区域を隙間なく埋める.図の３直線上の計算値に限定．

 G 　

4単体板 複合板

境界合力の模式図           　　　　　　  

model (t1, 2, 3)                                model (t ) 

( )t 4

( ) 

 

( ) 

t3

t1

t2

境界縁固定板

( )一様連続平板

自由縁開孔板

( ) t4 複合板

12 )  D1

)  

       D2

  ( ) :  (  

      (

        

                                                 

  

  

  

Note ( ) 

( ) 

  

p. ⅰ 実用性が確認出来た． 上記 

ⅱ については，

    　　 　    安全対策の十分な検討が常に重要である． 上記 

境界内力の共通表示式の

境界内力分布の不連続部　　　 　

　　

( )  / 0 (b a                       plate - 8ⅲ 線分状異質材)の問題は, 編で基本的

　　　　　　 　考察を行った.更に,改訂版の中で解析を補足する予定である．
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  負荷に対して共通表示方式の弾性計算式

境界発生内力計算式の特性
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まえがき 

 

(1) 目的 

 

平板の「面外・曲げ負荷」と「面内・引張-圧縮負荷」に対する微小変形弾性計算式は，弾性

力学の代表的な基本計算式の一組であり，常に有効に実用されている．この従来の「弾性計

算式」は，負荷の種類によって異なる型式の，各負荷別の専用計算式となっている．   

 

この各負荷専用の計算式は，簡便で実用的な計算式であることは明白である．その上

で更に，すべての負荷に共通に適用できる簡便な弾性計算式を実用化できれば，工学 

的に益するところは大きいと考えた．例えば，構造体の中に配置する平板部材には，

多かれ少なかれ，面内と面外の両方向の力が負荷されることになる．条件によっては，

両方向の力が連動して，予測できなかったトラブルに至ることがあることは，今まで

に体験してきたことである．この種の複数の力の連動問題を多角的に検討するための

実用的資料の一つとして，本書が今後に役立つことを念願するものである． 

 

(2)  経緯  

 

著者は 1956～1984 年の間，民間企業の研究・開発部門に所属した．その後 1985～2002

年の間は大学において，教育・研究・管理の業務に従事した．その両方の職場では，

業務の内容は異なったのであるが，本書の「技術計算式の共通表示」  の問題については，

自分自身の人生の仕事にしてみたいと思うところがあって，何時も関心を持って資料の集積

を続けてきた．  

 

(3) 本書の概要 

 

(3-1) 本書で考えた基本の例題は，大きな平板の中に一個の楕円形の異質部境界が

あり，それが外部から一様に「曲げ」と「引張」を受ける時の境界近傍の弾性変化の

問題である．この範疇の中で，「一様平板」及び「境界縁自由板」と「境界縁固定板」

の 3 者は特殊の境界条件を持つ平板であり，これらに対する専用計算式は既に完成さ

れていて，多くの適用実績がある．本書では先ず，これら３条件に対する専用式を根

幹 にして，各専用式の必要個所に「負荷係数，境界係数，ねじり/せん断係数」等を

配置し，そこから必要な枝葉を伸ばして network を広げる方法により，「面外問題」

と「面内問題」に共通形の微小変形弾性計算式の構築を模索した．  
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（3-2) 上述した 3 条件に対する従来の「面外」と「面内」の各計算式は，外見上の

形はかなり大きく異なっている．これはそれぞれの計算式を導出する過程が異なる

ことが主因と考える．本書では先ず始めにこれらの 3 条件の計算式を例題にして，

「曲げ，ねじり，引張，せん断」のすべての負荷に対する計算過程を統合すること

を検討した．ここで最初に直面した問題は，想定していた以上の難題であったが，

幾多の試行錯誤を繰り返して，上記の 3 条件に対する係数変換型の共通計算式を実

現させることができた．  

 

 (3-3) 上記の「開孔板」等に対する負荷共通計算式に更に必要な解析を加えて，異質

部を持つ「複合平板」にまで拡張して適用できる負荷共通計算式を提示した． 

前記(3-2)の中の「自由縁」と「固定縁」の開孔板は，境界線のところで内部と外部

が物理的に分断されている「不連続境界」である．これに対してこの（3-3）の境界

は，その内部に外部とは力学的性質が異なる弾性板を接合させた境界であり，外板

と内板の相互の弾性挙動を「連続的に流通させて考察することができる境界」であ

る．例えば，この(3-3)の計算式で内部板の剛性を低減させて，あるいはその反対に

増大させて，それぞれの極限として前記の「自由縁境界」あるいは「固定縁境界」

に至る方法で，不連続境界の特性を解析することができる．そのことを，各編の例

題の中に示した． 

 

(3-4) 本書では「面外問題」と「面内問題」の相互の関連を出来るだけ目に見える  

形で直接に対比することを考えて．両問題の主要な計算式，及び主要な数値計算図  

を，「面外問題」は偶数頁に，「面内問題」は奇数頁に並べて示した． 

 

(4) 終わりに 

 

強度評価の問題に対して，「実験」，「電算解析」，「理論解析」の 3 者を有効に連携

させて活用することが重要であると常に考える．その連携のための参考資料の一

つとして，本書が役立つことができれば幸甚に存ずるものである. 

 

本書は，長岡技術科学大学の関係者からの多大な支援を得て実現できたものである． 

また日常的に，多くの方々から有益な助言と協力を受けた．  

ここに，関係者の皆様に心から厚くお礼を申し上げる次第である．  

 

 2015 年 1 月 

著 者  
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plate - 19 plate series 2 , 3 

(1)  (1.1.1) (1.1.2)

Note p.19 　

　　 節と 節では関連する資料の種類と数量が特に多いため,代表的な計算式

　と計算図

負荷に共通表示計算式の導出過程の概要

編  最終編 について , の所感

第 1 章 

( ) ( )

( ) ( )

m m t t

m t

(2)

plate

を選定して全体の内容を説明するように心がけた．その点から，重要事項の

　説明が不十分なところが存在する．予定している改訂版の中で，説明を追加したいと

　考えている．

　本編では，負荷 による面外曲げ計算式と負荷 による面外曲げ計算式

　の共通表示過程を整理して説明した．

　　負荷 による面外ねじり計算式と負荷 による面内せん断計算式の共通表示過

　程は，

, ,x y x y

xy xy

( ) ( )

 
- -

( )  

  

( ) 
plate 9

m m t t

  
  

      

- 7

plate - 7

(3) Plate Series

編で考察したように，負荷 と負荷 の場合とはかなり異な

　るところがある．その共通表示過程については， 編の改訂版の中で纏めて説明

　を行なう予定である．．

奇数page 偶数page
並置:対比 に

面外 ｍ 問題 面内 ｔ 問題

 よる編集を殆ど

　

全面的に行

, ,

編(  ）では，　最終編

x y x y

ってみた．　計算式の内容によっては，偶数page と奇数page 

 が殆ど同じ内容に見えるところが少なくないと思う．しかし.今迄に繰り返し記述してき

 たように，実際にはかなり大きく異なる現象に対する面内式と面外式に，所定の変換係

 数を所定の対応位置に配置することによって，共通表示式の形に作り上げているもので

 ある．そのことを常に認識した上で実用することが大切な式であると考えるる．その点

 から，両方

                                                   

の式を並べて列記する方式にして．両方を対比・検討しながら適用する方式

 を続けてみたいと考えている．
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(m)

(m)

(m)

[1 - 1]   

(1.1.1) model

(a) model Table (p. 20)

,新たに定義した計算model 関数式等

 計算 の定義 :

 面外-計算 の定義  :  

分類 と 名称

  (m1)

一様連続

 の平板

(m2)

開孔縁

自由板

(m 4)  

部分的に

異なる材料を

組合わせた

複 合 平板

内　　  容 注　記

 :  

h h

    :    b a

 

 
 

 
  

1 2

m 1 2

1 2

G = 1

E E

　 任意

0
 :  

h 0

    :    b a

 
 

 

2

m

2

G = 0
E

　 任意

y

z

xm
x

y
m

y

z

xm

x

,

,
-

    :    

i x y

i x y

b a

 
  

 

0 0

0 0

 =  

 =  

（ ）

（ ）

任意






x

y

mG

hole

free

f i x

xy
m

xy
m

y
m

xm

xy
m

xy
m

xy
m

y
m

xm
y

z

x

y

z

x

xy
m

 

 

  h
:  

 h

    :    b a





 
 
 

m

1 1 1

2 2 2

 0 G   　

E , ,
任意

E , ,

任意

≦ ≦∞

xy
m

y
m

xy
m

大 分 類  mode 名称

基本問題

( )単体板

(m3)

境界線

固定板

）

応用問題

(複合板   

y

z

xm
x

xy
m

xy
my

m

 

    

b / a 0

(m 5)

を持つ

  

( )

異質物

線分状

 複合平板

b 0

 a

0b a 

&  

0

(m1) (m 4)

(m2) (m 4)

(m3) (m 4)

m

E h

E h

E h
G

E h













m 1 2

m

m

1 1 1

2 2 2

3

2 2

3

1 1

G =1 ν =ν

G = 

G = 

外部板 : , ,

内部板 : , ,



 m1 m2 m3  5

(m 4)は,係数と記号

の変換によって，

, , ,ｍ の

全ての計算式を示す

ことができる．

/ 0

(m5) (m4)
b a


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分類 と 名称

   (t 1)

一様連続

 の平板

(t 2 )

開孔縁

自由板

( t  4 ) 

部分的に

異なる材料を

組合わせた

複 合 平板

内　　  容 注　記

 :  

h h

    :    b a

 

 
 

 
  

1 2

t 1 2

1 2

G = 1

E E

　 任意

0
 :  

h 0

    :    b a

 
 

 

2

t

2

G = 0
E

　 任意

,

,
-

      :    

u x y

u x y

b a

 
 
 

0 0

0 0

t

 =  

 =  
G =

（ ）

（ ）

任意

∞
x

y





 

  

  h
:  

 h

    :    b a





 
 
 

t

1 1 1

2 2 2

0 G 　

E , ,
任意

E , ,

任意

≦ ≦∞

大 分 類  model名称

基本問題

( )単体板

(t 3 )

境界線

固定板

応用問題

(複合板)

 

   

b / a 0

( t 5 )

 

( )

異質物を持つ

 

線分状

複合平板

0b a 

&  

0

(t1) (t 4)

(t2) (t 4)

(t3) (t 4)

t

E h

E h

E h
G

E h













t 1 2

t

t

1 1 1

2 2 2

2 2

1 1

G =1 ν =ν

G = 

G = 

外部板 : , ,

内部板 : , ,



y

xt

xtx

xyt

xyt

xyt

y

x xt
hole

free
xyt

yt

xyt

xyt
yt

xt

y

yt

x xtxt

xyt

xyt

xyt

y
t

y

xt
x xt

f i x

xyt

xyt

xyt

y

xb 0

 ax
t

y
t

xyt

xyt

xyt

xt

 t1 t2 t3  5

(t 4) は,係数と記号

の変換によって，

, , ,t の

全ての計算式を示す

ことができる．

(t5) (t 4)



b/a  

 

( t )

( t )

( t )

[1 - 1]   

(1.1.1) model

( a) model Table (p. 21)

,

内

新たに定義した計算model 関数式等 : 

 計算 の定義 :

 面 -計算 の定義 :  
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x

y

hole

xm

y
m

複合平板

R1
[m4]

                     +          

R1

RR1 R1

[m 4]

2R 21 R            [m 4] [m 4] [m 2] [m 4β] [m  4]+                     
共通

R2
[m4]

ym

xm

x

y

hole

z

x

y

hole

z
xm β(m4)

xxm

y
m

y
m

y

x
hole hole

内部板
z z

R1
[m2]

共通
R1

[m4β]

  +R2
[m4]

β(m4)
y

 

( ) ( )

(1.1.1) 

model (   ( )

(m1β) - model :  - model

[m1]=[m2] +[m1β] 

(m4β) - model :  - model 

  

(m)

m4 m4

(b) m 1β)  m 4 β  

  

  

続き

補助 と の

開孔平板の内縁のみに（ , ）の内力を負荷する計算

　　　外部板(R1)の加算関係  

開孔平板の内縁のみに（ , ）の内力を負荷する計算

　　　外部板(R1

 定義 

x y

x y

m m

β

共通



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

[m4]=[m2] +[m4β]

( )

     ( ) [m1β]  , ( ) [m4 ( ] p. (44 ~ 48)

p m p m

q m q m





  

    
 
     

      

m4 m4 m4

m4 m4 m4

m4 m4
参照

)の加算関係  

    　

 　 , )の計算に活用複合板

ⅰ

ⅱ

x x x y y

y x x y y

x yβ

共通



x

y

hole

xm

y
m

一様平板

R1
[m1]

                     +          

R1

RR1 R1

[m 1]

2R 21 R            [m 1] [m 1] [m 2] [m 1β] [m  1]+                     
共通

ym

xm

x

y

hole

z

x

y

hole

z
xm xm

xm

y
m

y
m

y

x
hole hole

内部板
z z

R1
[m2]

共通 1β
R1

[m ]

  +R2
[m1]

R2
[m1]
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x

y

hole

xm

y
m

一様平板

R1
[m1]

                     +          

R1

RR1 R1

[m 1]

2R 21 R            [m 1] [m 1] [m 2] [m 1β] [m  1]+                     
共通

R2
[m1]

ym

xm

x

y

hole

z

x

y

hole

z
xm xm

xm

y
m

y
m

y

x
hole hole

内部板
z z

R1
[m2]

共通 1β
R1

[m ]

  +R2
[m1]

x

y

hole

xt

y
t

一様平板

R1
[t 1]

                     +          

R1

R1 R1 R2

[t 1]

R1 R2         [t 1β]   [ t 1] [t 1] [t  2] [t 1]+                       
共通

yt

xm

x

y

hole
x

y

hole

xt
xt

xt

y
t

y
t

y

x
hole hole

内部板

R1
[t 2]

共通 β
R1

[t1 ]

  +R2
[t 1]

R2
[t 1]

x

y

hole

xt

y
t

複合平板

R1
[t 4]

                     +          

R1

R1 RR1 2

[t 4]

R R21         [t 4β]   [ t 4] [t 4] [t  2] [t 4]+                       
共通

β(t4)
y

xm

x

y

hole
x

y

hole

xt

β(t4)
x

β(t4)
x

β(t4)
y

y
t

y

x
hole hole

内部板

R1
[t 2]

共通
R1

[t4β]

  +R2
[t 1] R2

[t 4]

 

( ) ( )

(1.1.1) 

 (   ( )

(t1β) - model :  - model

[t1]=[t 2] +[t1β] 

(t4β) - model :  - model 

  

( t )

t 4 t 4

(b) t 1β)  t 4 β  

  

  

続き

と

開孔平板の内縁のみに（ , ）の内力を負荷する計算

　　　外部板(R1)の加算関係  

開孔平板の内縁のみに（ , )の内力を負荷する計算

　　　外部

 補助model の定義

x y

x y

t t

β

共通



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

[t 4]=[t 2] +[t4β]

( )

     ( ) [t1β]  , ( ) [t 4 ( ] p. (45~49)

p t p t

q t q t





  

    
 
     

      

t 4 t 4 t 4

t 4 t 4 t 4

t 4 t 4
参照

板(R1)の加算関係  

    　

 　 , )の計算に活用複合板

ⅰ

ⅱ

x x x y y

y x x y y

x yβ

共通


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[ ]1R  

mx ( )2R

-mode m4

( )2R[ ]1R  

mx
mx

m(m4)
x xp

[ ]1R  

mxa

y

b

x

m(m4)
x xq

y

x

[ ]1R  

( )2R

[ ]1R  

[ ]1R  

my

( )2R

-mode m4

( )2R[ ]1R  

m(m4)
y yp

[ ]1R  

my

a

y

b

x

m(m4)
y yq

y

x

[ ]1R  

( )2R

[ ]1R  

x - x   section

y - y   section

my

my

z

z

z

z

z

z

( )  (m) 説明図b

( ) ( )

( ) ( )

[ , ] ]

-

p. ) :  [ , ](

m m 

 

                                             

m4 m4

m4 m4
Note 24

の次元は負荷[ , の次元と同一であり,[トルク，或いは偶力，力対]

と定義されるベクトル変化量である．[合応力(圧力）ﾓ－ﾒﾝﾄ]の次元ではない．

の次元(単位)について：

x y x y

x y
 

  [

  (

   

] -

) -

1 1

2 2 2

1

[ m 4 ]

R1  ( E , , h ) 

R2  ( E , , h ) 

：　

：

複合平板の曲げ

外部板

内部板





mx

my

0 00P ( , )x y

( )R2
mx

my

[ ]R1

model - m4

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(1.1.2)  

-
       ;     

-

 

p p

q q

 

 

         
    

              









(m)

(m)

m4 m4m4 m4

m4 m4 m4 m4

(m4)

(m4)

(m4)

(m4)

(a)

境界発生内力の定義，記号，説明図

，記号

境界内力の 成分

境界内力の 成分

定義

x x y yx x

y y x x y y

x

y

x

y

m mx

y m m

p

p
     

q

q

 

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

-

-

-

-

 

  

  ,  ,  

m m









  

 
 
 

  
 
 

    

       

m4

m4

m4

m4

m4 m4

(m4) (m4) (m4)

N m

　

　

　

　

　
全板厚

が( の 成分)に及ぼす

が( の 成分)に及ぼす

が( の 成分)に及ぼす

が( の 成分)に及ぼす

， ，

,

x x

y x

x y

y y

x x x y

x y x

m x

m x

m y

m y

p p q q

 

[トルク]

影響係数

影響係数

影響係数

影響係数

次元 次元

    

    
 

(m4)

　　

y 無次元の係数
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[ ]1R  

tx

( )2R

-model t4
( )2R[ ]1R  tx

tx

t(t3)
x xp

[ ]1R  

txa

y

b

x

t(t3)
x xq

y

x

[ ]1R  

( )2R

[ ]1R  

[ ]1R  

t y

( )2R

-model t4
( )2R[ ]1R  

t( t4)
y yp

[ ]1R  

t y

a

y

b

x

t( t4)
y yq

y

x

[ ]1R  

( )2R

[ ]1R  

x - x   section

y - y   section

t y

t y

tx tx

( ) ( )

( ) ( )

[ , ] ]

. ) :  [ , ](

t t 

 

                                             

t 4 t 4

t 4 t 4
Note p 25

の次元は負荷[ , の次元と同一であり,[合力 ，或いは牽引力]と定義される

ベクトル変化量である．[応力(圧力)]の次元のテンソル変化量ではない．

の次元(単位)について：

x y x y

x y
 

0 00P ( , )x y

[ ]R1   

( )R2  

yt

xt

[

(

 

] -

) -

1 1

2 2 2

1

[ t4 ]

R1  ( E , , h ) 

R2  ( E , , h ) 

　　

　　

　　

：　

：

複合平板の引張

外部板

内部板





xt

yt

model - t 4

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(1.1.2)  

(

-
       ;     

-

)  

p p

q q

 

 

         
    

              

( t )

( t )

t 4 t 4t 4 t 4

t 4 t 4 t 4 t 4

(t 4)

(t 4)

(t 4

境界発生内力の定義，記号，説明図

，記号

境界内力の 成分

境界内力の 成分

a 定義

x x y yx x

y y x x y y

x

y

x

t tx

y t t

p

p
     

q

 

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

-

-

-

-

 

  

  

t t









 

  
  
  

   
  
  

      

       

t 4

t 4

t 4)

(t 4) t 4

t 4 t 4

(

N

　

　

　

　

　 合力

が( の 成分)に及ぼす

が( の 成分)に及ぼす

が( の 成分)に及ぼす

が( の 成分)に及ぼす

， ，

x x

y x

x y

y y y

x x x y

x

t x

t x

t y

q t y

p

単位座標幅当たり

影響係数

影響係数

影響係数

影響係数

次元 次元

,  ,  

    

 

    
 

4) (t 4) (t 4) (t 4)

( t )
(b)

,

　　

y x yp q q
ｔ 無次元の係数

説明図
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Note p. ) : ( ) ( )(
 

                   


(p. 36 38Q Q

26 m t
～ ）

[曲げ 問題]が[延び 問題]と異なる 解説
z z

 
理論上必要 理論上  なし

主因

[m] 面 曲げ外 [t] 面 引張内

負荷 外力

 k km t
面外係数 面内係数

x yt  ,   tx ym  ,  m

    E h1 1 1, ,

m

1
k  

3
 





 
 

 

  1tk 

m tG G
　曲げ 　延び
剛性比 剛性比

E h
G   

E h
 

 
  
 

3
2 2

m 3
1 1

E h
G   

E h
 

 
 
 

2 2
t

1 1



境界断面

発生 内力

( ) ( )

( ) ( )

x

x

p m p m

q m q m





   

   

(m) m m

(m) m m

x x y y

x x y y

[ ] -R1 板外

注 記

w w

x y

 

 
 x y ,  u  ,  u

変位
たわみ角

   

 

 , ,M T

 
 

 ﾓ－ﾒﾝﾄ

 曲げ

　

合応力

x x

  ;    
w w

x y

 

 
　　      ;  u dx u dy   x x y y

 ,  ,   

 ,  ,   

M M M

M M M

x y xy

r r 

  ,  ,    

  ,  ,   

T T T

T T T

x y xy

r r 

( ) ( )

( ) ( )

x

x

p t p t

q t q t





   

   

(t) t t

(t) t t

x x y y

y x y y

   

機械的

性 質
( -R1) 板内     E h2 2 2, ,

                                 

(1.1.2) 

    [       (b)   [ m ] [ t ]

続き

と の 記号,係数]の変換関係   : 

写像関数
1 ( )

( )
2

a b
z a b 



 
     

 

( , )

( , )

xz

yz

x y
x x y

x y
y x y

Q w

Q w

  


  

  


  

 
  

 

 
  

 

2 2

2 2

2 2

2 2

m

m





  ,   x yQ Qｚ ｚ

　

　

面外方向

せん断力

 対応因子なし

 ,  xz yzQ Q

te(p.22)No
下記

m tk k

p 4. 2


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x

y

, , )( ;   
2 2 2 2 2

E h x , y(R2)

[R1] (R2)
1h

2h

y
m

y
m

x
m

x
m

a

b

O

[R1]

, ,

 

 
 
 

1 1 1

1 1

E h

x , y



x

y

, , )( ;   
2 2 2 2 2

E h x , y(R2)

[R1] (R2)
1h

2h

y
t

y
t

x
t

x
t

[R1]

, ,

 

 
 
 

1 1 1

1 1

E h

x , y



b

a
O

[R1] [R1]
12(1 ) (1 )

( )

(R2)(R2)
(1 )12(1 )

(1 ) (R2)
( )

(1 ) [R1]

E h E h

E hE h

E h E h
G G

E hE h

 







   
    

    
   

        

   
   

   

3
1 1 1 1

m t2 2
1 1

3
2 22 2

t 2m 2
22

3 2
2 2 2 m 2 2

m 3 2
11 1 1 m

t

剛性 : 曲げ剛性　， 延び剛性

剛性比: 　 ， 

ⅰ 

ⅱ 

 







(m) (m)

(m) (m)

(1 ) (R2)

(1 ) [R1]

( )

( , ) ( , ) ( , )
(1 )

( , ) ( , ) ( , )
(1 )

a
w x y C x y m C x y m

x

a
w x y D x y m D x y m

y









   
 

   

  

        
 
 

        

2
2

2
1 1

2

2

t

t

[m] [t ]

[m]    

たわみ角(傾斜)基本式  : 　変位基本式

　  　

ⅲ  





x x y y

m

x x y y

m

δ

δ

( ) ( )

( ) ( )

12

(1 )

( , ) ( , ) ( , )
(1 )

(1 )
( , ) ( , ) ( , )

(1 )

( )

a a

Eh

a
u x y C x y t C x y t

a a

a Eh
u x y D x y t D x y t









  
 

  

             
           

2 3

t t

2
t

2
t t t

2
t

         [t ]    

   [m]

　

 

　曲げ応力モーメント基本式　ⅳ

m

x x x y y

y x x y y

δ

δ

δ

δ

(m) (m) ( ) ( )

(m) (m)

(m ) ( m )

     

( , ) ( , )   ( , )  ( , ) ( , )     ( , )

( , ) ( , )   ( , )   

( , ) ( , ) ( , )

M x y A x y m A x y m T x y A x y t A x y t

M x y B x y m B x y m T

M x y N x y m N x y m

  

        
 
    
 
    
 

t t

[ t ]

   

　　　 ： 　 合応力基本式  

　　　 ：

x x x y y x x x y y

y x x y y

xy x x y y

( ) ( )

( ) ( )

( , )  ( , )     ( , )

 ( , ) ( , )    ( , )

 

 (p. ) : 

 

Note

m t

x y B x y t B x y t

T x y N x y t N x y t

D D

 
 
    
 
    
 

                    

     

t t

t t

27 [曲げ剛性,延び剛性]の

　　一般に，[曲げ剛性  , 延び剛性 ] が用いらるが，

　　本書では,変位計算式に用いた

記号について

y x x y y

xy x x y y

     m t

記号と区別することを考えて，

　　   　  [曲げ剛性  , 延び剛性 ]に することとした．　　　　統一 

(1.1.2) 続き
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  c (m) ( t )
 ( )   共通計算式の標準形

                  

) -

) -

d

  (

  (

  



      

(m) ( t )
 

(1)  

p. 88 89

p. 90 97

( )   

plate  3 

plate  3 

計算式

～

～

　　　　　 　

　       　

境界合力計算式の導出及び応用に関連する

単体板の ⓐ負荷別専用式 → ⓑ負荷共通式 に進行過程

ⅰ

ⅱ

新規に作成した共通計算式の例

単体板の負荷共通の境界条件式 編

単体板の負荷共通の応力関数算定法 編

) -

) -

 

  ( ) 

(

  (

  

p. 78 84

p. 112 129

(2)  3

   ( ) p. 44 49

plate  4 

plate  5 

plate 9 

～

～

（ ）

 　　 ～

    　

    　

　

ⅲ

ⅳ

複合板の境界合力共通式の提示→ 複合板全域の 変位,応力 分布の共通式

ⅰ 複合板の境界線発生内力の共通計算式の提示

ⅱ 複合板の外部板及び

単体板の負荷共通の変位分布計算式 編

単体板の負荷共通の応力分布計算式 編

編

  ( ) 

  
  

       
      
        

p. 85 88

p. 60 61

(1) (2)

                 

plate 4 

plate 9 

  ～

～

　

  　

内部板の変位分布共通計算式

ⅲ 複合板の外部板及び内部板の応力分布共通計算式

     単体板(外部板）   複合板(境界断面)

 　　　   負荷別 全負荷 境界発生内力の
→

専用式 共通式 負荷共通式の提示

編

編



 
 
  
  
  

(3)  複合板（全領域）

　　　　　　　　     　     　変位分布，応力分布

　負荷共通計算式

(1.1.2) 続き
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- model (1.2.1 )

( )

[1 - 2] 楕円孔を持つ単体平板に対する負荷共通計算式の提案

円孔板 による問題点の基礎調査

構造体の中に配置する平板部材には，組み立て誤差等の内的原因によって，或いは，支持地盤の

不等沈下等の外的原因によって，厳しい応力状態に変化している部分が存在すると考えられる．

この様な状況変化に即応できる準備をしていることが，常に

先ず，

目的と方法

　目的

重要てあると考える．

 

( ) 

 

a

ⅰ

)

)

 ( 

( 

(x

x

t t

強度計算式の整備のことを考えてみる．

円孔板の一方向引張負荷 によって，円孔縁に生じる最大引張応力は理論的に ) ある.

これは，通常のテキストに示されている基本の理論式である．これを応用するだけでも，大小さま

ざまの問題を正しく処置できることを，日常的に体験してきたものである．

これに対して，円孔板に一方向曲げ負荷 ｍ の場合となると 発生する最大曲げ応力の計算式は，

特定の専門書の

3 で

，

x

m

( - ) 2 ( - ) ( - )

1800

) ( )

- -

中を探す場合が多い．その上，曲げ計算式( と引張計算式 とでは，式の表示

型式が大きく異なっているため，(ｍ (t 相対的に対比して分析す

ることは困難である． 

３次元空間で変化するｍ 式 を 次元問題のｔ 式と対応させるためには，　ｍ 式 に近似措置が不可避

である．この問題は，　 年代後半頃から応用関数論等による高度の理論的研究が世界的に進められ

式 t式

問題)の内容と 問題)の内容とを

( - )

( -

( ) 

て，多くの優れた論文が発表されてきた．それらの内容は十分にレベルの高いものである考える． 

いずれにしても，　ｍ 式 は近似式で表すものであることから，本書では出来るだけ平易な弾性計算に

よって，ｍ 近似式）を求めてみたい考えた．

シンプルな例題の選定：　

円孔板の内縁の応力集中計算式が，負荷の種類によってどのように異なっているかを調べてみた．

このシン プルな 問題であれば,開　孔縁上の応力

ⅱ  

  .  Note (p. 30 (m) ([

と変位に関する主要な弾性計算式を, 三角関数式と

対数式のみによる代数計算式によって求めることが出来るという利点に着目したものである．

この初等的な計算を，ペンと紙と パーソナル・コンピュターを用いて手探り状態で試算を続けた．

そして，一つの明るい方向を見出すまでに，実に 8年前後の歳月を要した．その後，必要な解析を

約 9 年間にわたって追加して，現時点に至った　

 (p. ) : .

)]

Note 

                   

(m) (t)

t)

29 plate - 1,plate - 2 

                

 

, 

下記・参照

円孔板の代数式による基礎計算の内容 については で詳述した
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0 1 2 31-

0

2

 

  

θM ( , )a 

xmxm
a

hole



( ) 

 

: ]  ]   

Note (p. 30 + p.31)   
円孔板

円孔板の曲げ 円孔板の引張

　 　

円孔板の一例題による

   m tx x問題点 [a1 [a2

- - - - - - - - - - -　- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

計算式 問題点の抽出

ⅰ vs. 従来の両式は異なった形の式で示されている．

,E h ,

( )  xFig. p. 30  m  による の数値計算図円孔板の曲げ負荷( ) 応力集中率

( )
( , )a 


m x


 
( )

 : 






 xm 1

a1 1

2 (1 + )

3 + 
cos2θ [ a1 1]  

 [  ]a 式

別の

従来の

負荷 専用式

   
 

1

1

1 + 

3 + mk 面 係数外




  ( )

        (  )(mx)
θ

( ) m

( , θ) m

面外 応力集中率 

, /

1 負荷 によるx

x

   

a M a 

 

の種類負荷

の内容式

( )
 :  [ ]   xm

1 mb cos2θb k[ 1] 1   [  ]b

に 表示

本書の式

全負荷 共通  式

x x(1.2.1) :-[m t ]vs. 続き  : 　 率（ ） （ ）曲げ 円孔板の応力集 の比較(c) 引張

  - x(1) m曲げ負荷

 - x(1) m 曲げ負荷

( )  Table p. 30  　 上図に対する計算式の比較　；　　　[a1] [ 1b ]式 vs 式



   31 （ plate - 9 ）:   

320 11-

0

3

 

  

( , )Τ a 

xtxt
a

hole



  - x(2) ｔ引張負荷

x x(1.2.1) :-[m t ]vs. 続き :  　 率（ ） （ ）曲げ 円孔板の応力集 の比較(c) 引張

( )  xFig. p. 31  t  による の数値計算図円孔板の曲げ負荷( ) 応力集中率

( )  Table p. 31  　 上図に対する計算式の比較　；　　　[a2] [ 2b ]式 vs 式

 
( )

 :   xt

a1
cos2θ [ a2 1 2]  

 [  ]a 式

別の

従来の

負荷 専用式

   1 tk 面内係数

( )

        (  )(t x)
θ

( ) t

( , θ) t

面内 応力集中率 

, /

2 負荷 によるx

x

   

a T a 

 

の種類負荷

の内容式

( )
 :  [ ]   xm

2 tb cos2θb k[ 2] 1   [  ]b

に 表示

本書の式

全負荷 共通  式

( ) 

 

1+

3+:

1( .)

]  ]

k

k const





 
    

 
     



1
m

1

 t

Note (p. 30 + p. 31)  

円孔板の曲げ 円孔板の引張

　 

続き

　　
　

　　　　　本件の例では， m tx x[ 1 [ 2b b

- - - - - - - - - - -　- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

面外問題の 係数変換
ⅱ を適用すると，

面内問題の 係数変換

  の形の共通式になることを見出した．

( )( , )a  t x

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x

z , h

y

xzQ

yzQ

yyz yzQ Q dy




xz xzx
Q Q dx




[ m ]

dy

dx
h

 

( ) - .32 -1

] ]

Fig

vs

                                                         


0 b/a 1

Note (p. 32 p.33)  ｛ ｝ する．

　 　  　　 : 　

m tx x

≦ ≦
: [a1 [a2 に関連する一般理論式を調査

従来から一般に示されているように，平板の面内延びと面外曲げ計算方法は次のように

大きく異なる．

ⅰ 変位関係の差異：　面外 面

 

- .33-1

( ) - .32 - 2 - .33- 2

Fig

Fig Fig

内

　 ：　　   　　:　 内ⅱ 応力関係の差異 面外 面

( ) ( )

  

( , )

( )

(1.2.2)   - model  

( :  . (a1) .(a2)] -1]

( )

    ( ,

   ( ,

    :  

.

x y

w x y

Eq Eq

x y

x y

vs
x x

(m)

(m)

m

(m)

)   
専用 ｔ専用

点)のたわみ変形量

点)の傾斜角

定義 はりの曲げ理論の仮定]と同様.

の 検討資料

ⅱ

円孔板 に対する負荷共通計算法の提示 

a [ 共通表示のための[

ⅰ 変形関連の定義

　  

，
 

 

w x, y w x, y
    

 

(1 )

  
12(1 )

   ( , )

    ( , ) ( , )

    ( , ) ( , )

   ( , ) ( , )

    ( , )

x y

y x

x y

x

Eh

w x y

M x y w x y

M x y w x y

M x y w x y

Q x y















   


 
  

 

 
  

 

 
  

 



2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

(m)

3

m 2

x m

y m

m

m

曲げ剛性

曲げﾓ－ﾒﾝﾄ関連要素の種類と定義

　

　　　たわみ関数

 

 

 

 



 



xy

xz

   









( )

   

( )

( , )

    ( , ) ( , )

 

x y

x yy

w x y

Q x y w x y




 
 

 

 
  

 

  

2

2 2

2 2

2 2m

重力の方向に になる変形

注記 曲げﾓ - ﾒﾝﾄの(+)方向 本書の定義）

下方(  方向 ) 凸 を

  発生させる を + 向きの曲げ と定義した．ﾓ - ﾒﾝﾄ

　

（

-z

　 　

 



 

 

 

x y xy

yz
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xyM x
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y
M
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M M dy


yxM

yyx yxM M dy



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


x xx
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

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[ m ]
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h

Fig. (p. 32 -1)

Fig. (p. 32 - 2)
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( )  

(1.2.2)   - model  

( :  . (a1) .(a2)] -1]

( )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

.

x y

x x

y y

Eq Eq

u u

u x y x y dx

u x y x y dx

vs





 
 
 

 
 





x x

(t)

(t)

(t)

m

(t)

)   
専用 ｔ専用

 ;  材料力学の延び理論と同じ.

  例 

の 検討資料

ⅱ 合応力関連要素の種類と定

円孔板 に対する負荷共通計算法の提示 

a [ 共通表示のための[

　ⅰ 変位( , ) の定義

( , )

( )

( , )

  ( , ) ( , )

    ( , ) ( , )

   ( , ) ( , )

 

  

y

x

x y

F x y

F x y

T x y F x y

T x y F x y

T x y F x y

 

 

 



2

2

2

2

2

x

y

義

　 の応力関数(概説)

２回偏微分すれば応力になるような関数F(x,y)をAiry の応力関数という．

従来から，平板の面内ｔ問題の解析の殆ど全ては，

　 の応力関数

ⓐ ⓑ本書と

　　　

の関連

　ⓐ：　

xy

Airy 

   Airy 











 

注記

( ) ( )

( ) ( )

m t) m t)

.

＆ ＆

Airy の応力関数F(x,y)を採用

面外 ｍ 問題は合応力の釣合い関係が 面内ｔ問題とは異なるところがあるため，Airy の

　　　応力関数のみでは不十分である．このため面外 ｍ 問題は，一般にたわみ関数 を用い

　　　て解析が行なわれてきた．

　　　本書の( 　共通計算式では両者を組み合わせた折衷型の( 　共通応力関数を新たに開発

　　　して実用した

している．　

　ⓑ： ,

w x,y

( , ) .

p. 35

-1 p. 14

       ( ) ( , ), ( , ), ( , ) )  Airy  ( , )

   

Airy

x y xy

F x y

T x y T x y T x y F x y

欄

他

下

（後述）　

の応力関数 に関する既出説明資料の例 （plate 編_ より転記  ⓒ： )

ⅰ が(完全微分 の関係にあるときに の応力関数 を導入

　　することができる．平板の「面内引張」問題の弾性解析

    では,大多数が の応力関数が適用され

Airy 

( )

( )   

 

    ( ) 

 

 



                              

b  d

d

case by case 

の物理的意味は,右図で， 点 点に至る任意の経路で，

    右側が左側に及ぼす力の, 点に関する[モーメント]である．

ている．

   ⅱ 但し，平板の面内引張解析に使用できる応力関数 は

　　重調和単数であれ良いのであり，どのような応力関数を

　　用いるかは と考える．

　　ⅲ F x, y

Airy

( , )

 

( )  - ( , ) -   (F x yw x y

                  

  

Note (p. 32 p.33)  

参照
の応力関数たわみ関数

: 続き

 

ⅲ 応力関数の差異：　面外   : 　面内 　 　　 上記）注記
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 

個:

 6 (4) , (5) ,  (6) , (7) ,  (8) ,  (10)
(W)

個: 　独立の方程式

力の釣合い

条件式
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(2)  :   0

(3)  :   0

yxx
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xy y
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yzxz

MM
Q

x y

M M
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x y

QQ

x y


  

 

 
  

 


 

 

(W)

(W)

(W)

力と変位の

関係式

2 2

2 2

2 2
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  :      

  :    (1 )

(7)   :     

(8)   :     

x

y

xy

xz
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w w
M

x y

w w
M
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w
M
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w w
Q

x x y
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Q

y x y







  
     

  
     


  

 

   
      

   
   

2 2
(W)

2 2

2 2
(W)

2 2

2
(W)

(W)

(W)

(4)

(5)

(6)

m

m

m

m

m

δ

δ

δ

δ

δ 


ひずみの

適合条件式
(W)(9)   不 要 

　　と　

　応力関数

偏微分方程式 4 4 4
(w)

4 2 2 4

(w)

(10)    :   2 0

  :      ( , )

w w w

x x y y

w x y

  
  

   

(11) たわみ関数

注　記

X = Y = Z = 0

(E ,  , h)

物体力

材　質： 

：

一定

( , )

12(1 )

w w x y

Eh








3

2

たわみ関数

mδ

(1)   

(2)  

yxx
xz

xy y

yz

MM
Q

x y

M M
Q

x y


  

 

 
  

 

(W)

(W)

(w) (w) (w)(3) 7 8に( ）と( ）を代入.

,  ,  , ,  x y xy xz yzM M T Q Q

w

 
  
 はすべて で表される．

m

. 

 ( . ) :

  (11) F(x, y)](   [(11) - ( , )] [  ) w

vs

w x y

                                            





x xm

F( )

p. 35p 34

p 34 35 [a1]   [a2]

-

Note
ｔ

x(ｔ)

の 化

　　

専用 専用

[ ] 共通表示 のための理論式の調査

応力関数式の差異ⅰ x

  

  ( :  . (a1) .(a2)] -2].Eq Eqvs
x x

(m)

(m)

m

(1.2.2)

)   
専用 ｔ 専用

 検討資料

：　

b [  の

続き 円孔板に対する負荷に共通計算式の提示

共通表示のための[
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  ( , )F x y

(F)
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Airyの

面 変形

　 応力関数

内

未知要素 5 ,  ,  , ,  x y xy x yT T T u u 
 個:

 5  (1) , (2) ,  (3) (7) ,  (8)
(F)

: ,　式独立の方程式

力の釣合い

条件式

(1)  :      

(2)  :     

(3)   :  ( )

F
T

F
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F
T


 




 




 

 
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 
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 
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y
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 


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の関係式

　　

偏微分方程式

と

　応力関数

4 4 4

4 2 2 4
(10)    :   2 0

 :   ( , )

F F F
F

x x y y

F F x y

  
  

   



(F)
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(11) Airy の応力関数　
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 

 

t

t

ⅰ

ⅱ



 

 

 

xyx

xy y

注　記

(7)   (4)  (5)  (6)    
 

(F) (F) (F) (F)
t t t t

T (F)
55_ 2.1.1 _(8)

に , , を代入．

 をp. 表 _[注記] 参照

( )  ( )  

 )

 ( ) 

T T T

F

 
 
 

t t

3 

,  

( , , を

同一 関数 の

で表す．

により
完全微分式

ⅰ ⅱ

式

式

x y xy
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


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u  , u

  
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 ( . . ) :  

  

  ( ) [(4) ,(5) ,(6) ] [(4) ,(5) ,(6) ]

                                       


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p 34 p. 35

p 34 p 35

  

Note

ｔ
　

　　

続き

ⅱ 基本関係式の差異
x x

 ( 2)  ( ,   ,   )

( 3) ( ,   ,   )



 (F)

3 2

(9)

は 要素

た 必要

　 の ( ) ，

( , )

式 との関 係式 いずれかの２式

       のみが独立である．

もう一つの関係式として を消去し ， が ．

ⅶ であり

ⅶ から

  

  

x y xy x y

x y xy x y

u  , u

u u

 ( :  . (a1) .(a2)] ].Eq Eqvs
x x

(t) (t)

m

(1.2.2) )   続き  : 
専用 ｔ 専用

 検討資料b [ の 共通表示のための[
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ⓐ
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        ( , ) ( , ) 0

( , )

        ( , ) ( , ) 0

r r
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r
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T a

T a T a

T a

T a T a

 

 



 



 



  



  

t t

t t

t t

t t

rⓓ

ⓓ



   

 p. 38(   

      
(m) ( )

(b 1) (b 2)

   :  

 

前頁）より続き

に　対する例題（続き）ｔ

p. 30,31

[ 1],[ 2] [ 1],[ 2]



Note (p. 38 + p.39)

p. 37

a a b b が

　

面外 面内 の

従来式の負荷別表示式 ．

の下欄に示した 変換係数によって, 

を，本書の負荷共通式 されること 確認できた
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md md md md md
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md

(1.2.3) model

[ m ]  

  

  

　 ： 　 　 　 　 たわみ関数

　

　

 楕円孔板 に対する負荷共通の複素応力関数の提示

従来の 負荷別専用 式

右辺 [符号,係数]が と 異なる項をmaは した

ⓑ

①

rk ． 

x y x,y  

     

 

1
(1 ) 2 ( ) ( )

2 2
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( ) ( )
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     [ ]   (1 ) ( ) ( )
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 
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

 



(w) (w)

m md md

(w) (w) (w)

md m md md

( )

(w) (Q) (w) (w)

md ( ) m md   md

　 　

　 　 　

　

④

⑨

x y

xy

x,y

xy x,y







   

 

1

2

1

2

  

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) 2 ( ) ( )
2

( )
(1 )

2

M M

H x y z z z z z z

z z

M M
j M

   

  



 













 



       
 

  
        

  
      
 

M

H

m m m m m m

( )H

m m m m

H

m m

( )

(b) [ m t ]  [ m ]   　 :面 変形

　： 　

　

　

本書の 負荷共通 共通式

ⓑ 共通応力関数

①

④

x y x,y

x y

xy

x,y





外

 

 

m

m

m

m

2 1
( ) ( )

( ) 1
   [ ]   (1 ) ( ) ( )

2

 

Re

k

k
z z z

j k
M z z

k

 

  



 
 
 
 
 
 
  

      
  

 
 

         
  

                                                   

m m

H (Q) H

m m( ) m m m

Note (p. 40 + p. 41)

=

　

 (ⅰ)  

⑨

④

xy x,y 

 

Mohr

Im Re ; Im

θ)

j    
 
  

 
 
 
 
 

+  = [ ]   

して, (

　 　

， 　

の応力円おいて.　①は円の中心横座標値であり，　④は円の半径である．

(ⅱ) ①と④は共に，応力の座標変換(tensor変換）に対 面の法線方向角度

に関係しない「 不変量」である．

④ ④   ④ ② ④ ③

従って ④式を算定すれば ②式と③式は同時に決定できる．
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td t td   td

(1.2.3) model

[ t ]  

　： 　 の関数

　　
　

 楕円孔板 に対する負荷共通の複素応力関数の提示

従来の 負荷別専用 式

ⓑ

① x y x,y 

   
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 本書の 共通式 　 :面 変形

　：
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　共通応力関数
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a)  (m)

[1 - 3]

(1.3.1)

 異材部を持つ複合平板の負荷共通計算式の提示

　

境界面発生内力の共通計算式(基本式 )の導出

定義

xm
(m4)
xβxm

xm

 
 [R + 21] (R )
m 4

[R1][m2]  共通  [R1][m4  ]

[ ]R1

)R2( xm

[ ]R1

hole

(m4)
xβ

(m4)
yβ

(m4)
yβ

(m4)
xβ

(m4)
xβ

(m4)
yβ

(m4)
yβ

ym

ym

)R2(

ym

ym

 
 [R1]m 4  

 (R2)
m 4 



xm xm

[ ]R1

hole

ym

[ ]R1

hole

(m4)
xβ(m4)

xβ

(m4)
yβ

(m4)
yβ

ym





[R1][m2]  共通  [R1][m4  ] 
 [R1]m 4 



p  2) . 4

 

                                               

Note(

x y

(1) 外部 楕円孔板 [R1] と内部 楕円板 (R2) の2枚の単板を用意する．

 （ 2）[R1]単板の外縁に負荷(m ,m ) を加えて，[R1]単板のみを[たわみ変形]させる．

　  (3) 次に,[R1

　  

              

 　 工作 - 組立の手順 からの考擦：　

 

                                                  

m3 m3

x y

m3 m3

x y

]の内縁と(R2)の外縁の両方に,等大で方向反対の ( )

     を算定して負荷することにより，境界断面の外側と内側を滑らかに連結出来ればよい.

  (4) ただし,適正な の算定には が必須である．⇒ 　p. 20,21参照

適正な内力

( ) 近似法の導入

( ) ( )

( ) ( )

β ,  β

β ,  β


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p. 43)  

 

                                            

x y

Note

(1) 外部 楕円孔板 [R1] と内部 楕円板 (R2) の2枚の単板を用意する．

 （ 2）[R1]単板の外縁に負荷( , ) を加えて，[R1]単板のみを[面内変形]させる．

　  (3) 次に,[R1]

　  

                

 (　 工作 - 組立の手順 からの考擦：　

t t

                                                

t3 t3

x y

る．

の内縁と(R2)の外縁の両方に,等大で方向反対の ( )

     を算定して負荷することにより，境界断面の外側と内側を滑らかに連結出来

適正な内力 ( ) ( )
β ,  β

  -1

(a)  ( t )

[1 - 3]

(1.3.1)

 異材部を持つ複合平板の負荷共通計算式の提示

　

境界面発生内力の共通計算式(基本式 )の導出

定義
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試算例 :

例題と計算上の諸問題  

負荷外力

 　楕円形境界を持つ複合平板　 に外力 ( )を負荷した時，境界部に接合内力

  が 発生する． この負荷条件下で

補足資料

境界条件の変化に伴う境界線移動現象の考察　
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関連の考察

　境界発生内力計算式の基本：下図の  参照
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 　線変位  に対する解析が必要である．この従来の解析法を例題 において考察する．

（ ）本書では一般化して，　 　によって，次頁以降に説明する．
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
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基本式の中から, 例題

 例題-1

  単体板 の境界発生合力計算式を, 複合板 ｍ の境界発生合力の

 一般計算式から算定する．
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