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1

第 1章

序論

1.1 研究背景

ものづくりの現場において、製造ラインの生産性の向上に産業用ロボットは重要な役割を

担っており、自動車産業や電気・電子産業などの産業分野において、作業者の代わりを担う労

働力や品質向上、ニーズの拡大を背景とし導入 [1–3]が進んできている。労働力としては少子

高齢化が進む現代において、生産年齢人口の減少および人手不足が問題とされており、ロボッ

トの導入による自動化は急務となっている [2, 4]。加えて、国内の作業者の代わりを担う労働

力の役割を担う産業用ロボットは、国内だけでなく新興国の賃金上昇や品質向上ニーズ拡大な

どを背景とし [5]、世界において販売台数は増加してきている。図 1.1に世界の産業用ロボット

の年間出荷台数の推移を示す。図 1.1に示すように 2012年から 2017年の 5年間にて 2倍に増

加 [4, 6, 7]しているが、1990年頃と比べ現在の日本製ロボットの販売台数のシェアは低下する

傾向が見られる。これは世界のロボットの出荷台数の内、6割は日本メーカー製となっており、

国内より世界へ向けた輸出量が増加しているためである。

また、図 1.2に世界の産業用ロボットの 2012年と 2017年における導入台数と 2017年にお

ける世界の産業用ロボットの導入密度を示す。図 1.2に示すように日本での導入台数は 2012

年では世界１位であり、2017年には導入台数は増加してきているが世界 2位となっており、導

入密度においては世界４位となっている。これより国内における導入台数の増加に対し、世界
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図 1.1: 世界の産業用ロボットの年間出荷台数

文献７：ロボットによる社会変革推進会議：「ロボットを取り巻く環境変換を今後の施策の方

向性-ロボットによる社会変革推進計画-」より引用

における導入台数が著しく増加してきていることが確認される。したがって、図 1.1および図

1.2に示す産業用ロボットの世界における年間出荷台数の推移と導入率より、産業用ロボット

の活躍の場は日本国内から世界に変化してきていることがわかる。

活躍する場を国内から世界へ広げる産業用ロボットが導入される分野において、図 1.3に産

業別における世界の産業用ロボット推定販売台数を示す。図 1.3に示すように従来では自動車

産業がロボットの最大の導入先とされていたが、近年では電機・エレクトロニクス産業におい
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図 1.2: 世界の産業用ロボットの導入率

文献７：ロボットによる社会変革推進会議：「ロボットを取り巻く環境変換を今後の施策の方

向性-ロボットによる社会変革推進計画-」より引用

ても導入が増加している [6, 7]。これにより、世界的に活躍する場を拡張する産業用ロボット

は分野の方面においても活躍する場面の拡張が確認される。

加えて、大規模な製造ラインに組み込む専用仕様とされていた産業用ロボットは、食品・医

薬品・化粧品の三品産業への導入が進んでいる [2,4,8,9]。三品産業などを含める多種多様なプ

ロセスの多い分野において、高い衛生性が求められるため産業用ロボットを用いる利点が挙げ

られる。また、高い衛生性という面においては 2019年 12月末に確認された新型コロナウイル

ス (coronavirus disease 2019:COVID-19)の影響により自動化技術や無人化技術が注目され、医

療分野や食品分野において導入への取り組みに期待が寄せられてきている [10]。これらの背景

より、従来の自動車産業や電気・電子産業だけでなくだけでなく、医療や食品などの様々分野

にて導入が進められている産業用ロボットは、日本国内だけでなく世界各国にて、作業者の代

わりを担う労働力として期待されている。
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図 1.3: 世界の産業用ロボット推定販売台数 (産業別)

文献７：ロボットによる社会変革推進会議：「ロボットを取り巻く環境変換を今後の施策の方

向性-ロボットによる社会変革推進計画-」より引用

1.2 研究動機

作業者の代わりを担う労働力として期待される産業用ロボットには、製造ラインの生産性・

品質向上のために高速・高精度な動作の実現が求められる。高速・高精度な動作を実現するた

めには関節軸に用いられる減速機における軸ねじれを考慮したサーボシステムが必要となり、

この軸ねじれによる振動を抑圧する必要がある。軸ねじれによる振動を抑圧するには、軸ねじ

れを考慮したプラントシステムのモデル化が重要となり、減速機における軸ねじれを考慮した

プラントシステムは 2慣性系としてモデル化される [11–14]。この 2慣性系としてモデル化さ

れた関節軸に対し、精密機器の組み立てを想定した精密位置決めのための振動抑制制御 [15,16]

や運搬や溶接など定められた軌跡を正確に追従するための振動抑制 [17,18]などの検討がされ、
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関節軸における軸ねじれを考慮した制御系が提案されている。加えて、関節軸における軸ねじ

れを模擬した 2慣性系モデルに対する制振制御に関する提案がされており [19–22]、軸ねじれ

による共振モードに対する振動抑制は重要な課題となっている。

自動車産業などにおける産業用ロボットのサーボシステムには位置決めや軌跡追従性に加え

て、産業用ロボットの用途拡大のために接触対象からの反力応答を制御する力制御が必要と

なってくる。従来の用途である溶接や運搬などに加えて、メガネフレームの研磨 [4]や検査工

程・組み立て [8]においては、接触対象である環境との接触力である環境反力を規定値となる

ように制御する力制御系 [23, 24]が必要となる。位置制御時と異なり力制御においては、関節

軸におけるねじれ剛性に加えて環境剛性を考慮する必要がある。そのため、2慣性系モデルの

負荷側に負荷側位置応答に対する環境剛性による負荷反力が外乱トルクとして作用するプラン

トシステムに対する振動抑制や安定解析 [25–30]が提案されている。このように産業用ロボッ

トを用いた製造ラインの生産性・品質向上のためには、産業用ロボットの動作条件や用途に応

じた関節軸の共振周波数に対する振動抑制を実現する制御系が必要となる。

産業用ロボットの動作条件による関節軸における共振周波数の一例を示す。実際の産業用ロ

ボットを図 1.4に示し、図 1.4に示す姿勢における旋回軸の周波数特性を図 1.5と図 1.6に示

す。図 1.5にはロボットの先端に負荷を取り付けていない場合の周波数特性を示す。なお、周

波数特性はモータトルク指令入力に対するモータ側速度応答までの特性を示す。

図 1.5において、30 Hz程にてゲイン特性のピークが存在し、位相特性において位相が-90

deg.シフトしていることが確認される。これが共振周波数の特徴であり、従来の産業用ロボッ

トの関節軸における軸ねじれによる共振モードとされ、２慣性系としてモデル化される。

しかしながら、ロボットの先端に負荷を取り付けた場合、図 1.5は大きく変化する。図 1.6

に先端負荷を取り付けた場合の旋回軸の周波数特性を示す。図 1.5と比べ、図 1.6においては

共振モードは二つ存在することがゲイン特性および位相特性より確認される。加えて、図 1.6

に示す周波数特性では、２次共振モードの振動ピークが高い特性となっている。そのため、省

エネルギー化の観点より軽量化が進み、より高速化が進む際に従来の共振モード（１次共振

モード）のみを考慮した２慣性系モデルでは、振動抑制は不十分となるもしくは制御系の帯域
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先端負荷測定軸（旋回軸）

図 1.4: 産業用ロボットの伸ばした伸長姿勢
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図 1.5: 図 1.4の姿勢における先端負荷

無しの時の周波数特性
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図 1.6: 図 1.4の姿勢における先端負荷

有りの時の周波数特性

を下げざるを得なくなる。

問題となる２次共振モードは、産業用ロボットに用いられる減速機である遊星歯車装置およ

び波動歯車装置において複数確認されているねじれ剛性 [31, 32]によるものであり、従来にお

いて顕著とされていた１次共振モードに加えて、先端負荷の増加といった動作条件により２次

共振モードの影響が顕著になったのものと考えられる。そのため、導入される分野の拡張に伴

い、産業用ロボットの軽量化と高速化が進み、１次共振モードに加えて２次共振モードの克服

が産業用ロボットの制御性能の向上に必須項目となってきている。特に用途拡大による外乱ト

ルクに対する２次共振モードの振動は新しい課題となっている。
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1.3 研究目的

２次共振モードに対する振動抑制を実現するため、プラントシステムは３慣性系としてモデ

ル化され、モデル化された３慣性系に基づく制御系が設計される。従来用いられる３慣性は軸

ねじれの位置や外乱トルクについて明確なシステムを対象としており、モデル化が容易であっ

た。これに対して産業用ロボットの関節軸の減速機の場合、複数存在する軸ねじれによる２次

共振モードを持つ際は従来の３慣性モデルとして扱われるが、軸ねじれ位置および外乱トルク

入力に対する特性などの解析が不十分であった。

２次共振モードをもつ際の振動抑制を実現するにおいて、位置・速度制御などにおける振動

抑制の場合、モータトルク指令に対する目標値応答における周波数特性に基づくモデルが重要

視される。しかしながら、位置・速度制御における外乱抑圧特性の評価においては外乱トルク

に対する特性が重要となり、加えて産業用ロボットの用途拡大の担う力制御において、位置・

速度制御における外乱トルクは、接触対象となる環境からの反力として扱われ、この環境反力

における振動抑制を実現する必要がある。そのため、外乱トルク入力に対する特性などの解析

が十分に解析されていない場合、位置・速度制御時における外乱抑圧特性が不十分となり、加

えて力制御においては環境反力に対する高速化の実現が難しくなる。そのため、２次共振モー

ドを有するシステムに対し広帯域かつ振動抑制を実現するには目標値応答と外乱トルク応答の

両方に対するモデル化および２次共振モードを考慮した制御系を構築する必要がある。

本論文では、２次共振モードをもつ産業用ロボットの関節軸に対し、軸ねじれ位置について

減速機の構造、モータトルクおよび外乱トルクの伝達特性についてより解析を行い、ハンマー

試験を用いた物理的な解析により制御モデルを構築する。従来の３慣性モデルではねじれ剛性

は直列接続されたモデルとされていたため、モデルに対する各トルクの伝搬経路はそれぞれ１

つであった。しかしながら減速機の構造では、モータとの接続する入力ギアとアームとの接続

する中継ギアの間にて従来の支配的なねじれ剛性が存在し、ロボットの姿勢や動作条件によ

り、アームと中継ギア間での新たなねじれ剛性の影響が顕著となることが構造解析より確認さ

れる。これにより、従来の３慣性系としてモデル化された減速機においてモータトルクの伝搬
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経路は１つであるのに対し、外乱トルクの伝搬経路はアームから直接中継ギアに伝達する経路

とねじれ剛性を介して伝達する経路の２つが存在することが確認される。したがって、従来の

３慣性モデルでは外乱トルク入力おいて二つの共振周波数をもつのみの特性に対し、減速機に

おける３慣性モデルでは外乱トルク入力において２つの伝搬経路をもつため、二つの共振周波

数に加えて反共振周波数をもつ特性となる。この反共振周波数は、ハンマー試験による外乱ト

ルク特性の解析結果より反共振周波数の存在が確認され、従来の３慣性モデルでは存在しな

い、新しい外乱トルク伝達項の存在が実機実験により立証された。新しい外乱トルク伝達項を

考慮した提案する３慣性モデルにより、サーボ剛性が低い力制御とサーボ剛性が高い速度制御

の両方に対する振動抑制制御系を広帯域に実現する。加えて、従来の産業用ロボットの１次共

振モードだけの制振制御系を用いた際の２次共振モードに対する抑圧を実現する共振抑圧外乱

オブザーバを用いた新しい電流制御を提案する。提案する３慣性モデルおよび振動抑制手法を

用いることにより、２次共振モードをもつ産業用ロボットの高性能化を実現する。

1.4 まとめ

本章では、ものづくりの現場において重要視される産業用ロボットの年間出荷台数の推移や

世界のロボットの台数における日本製の割合や導入密度などにより、産業用ロボットの活躍の

場が日本国内から世界各国へ広がっていることを示した。加えて、世界各国へ活躍の場を広げ

る産業用ロボットの導入の分野が、従来では自動車産業や電機・エレクトロニクス産業が主と

されてきていたが、食品・医薬品・化粧品といった三品産業への導入が進められてきているこ

とから、産業用ロボットの重要性が高まっており、コロナ禍における現在において、高い衛生

性や非接触性が求めれれるため、ロボットの導入には関心が集まっていることを示した。

導入される分野の拡張に伴い、産業用ロボットの動作条件も多様化されるため、産業用ロ

ボットの関節軸に用いられる減速機に含まれる複数のねじれ剛性において、ロボットの高速化

および軽量化に加えて、動作条件に応じて従来の１次共振モードに加えて２次共振モードの影

響が顕著となることを実例を用いて示した。
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これにより、作業者の代わりの労働力を担う産業用ロボットを用いる際の生産性および品質

を向上するためには、従来の１次共振モードに加えて、２次共振モードを抑圧する必要があ

る。二つの共振モードを抑圧した応答を実現するためには、産業用ロボットの関節軸における

モータトルク指令に対する周波数特性に加え、外乱トルクに対する周波数特性の双方に基づく

新しい３慣性系モデルが必要となる。そのため、本論文の目的は提案する新しい３慣性系モデ

ルのモデル化および新しい３慣性系モデルに基づく力制御、および位置・速度制御における振

動抑制の実現であることを述べた。

これにより、産業用ロボットの関節軸における目標値および外乱トルクに対する周波数特性

をそれぞれ解析し、提案する３慣性モデルおよび振動抑制手法を用いることにより、２次共振

モードをもつ産業用ロボットの高性能化を実現する。

1.5 論文の概要

本論文の概要を図 1.7に示す。本論文は５章構成となり、各章の内容は以下の通りである。

１章にて研究背景として産業用ロボットの重要性が高まり、現在のコロナ禍におけるロボッ

トの導入への高い関心が集まっていることを示した。またロボット導入における生産性および

品質を向上するためには、高速化・軽量化に伴い従来の１次共振モードに加えて、２次共振

モードを抑圧する必要があることを述べた。高速化・軽量化における二つの共振モードを抑圧

した応答を実現するためには、産業用ロボットの関節軸におけるモータトルク指令に対する周

波数特性に加え、外乱トルクに対する周波数特性の双方に基づく新しい３慣性系モデルが必要

となることを述べ、研究目的を示した。

２章にて産業用ロボットの関節軸における減速機の構造と軸ねじれ位置について解析を行い、

モータトルクおよび外乱トルクの伝搬経路および外乱トルク入力における反共振周波数をもつ

特性を構造解析より示す。この反共振周波数について、ハンマー試験によるインパルス状の外

乱トルクの入力時における外乱特性に対する解析より物理的に立証し、外乱トルクの伝搬経路

が二つ存在することが実機実験により実証する。この特性は遊星歯車装置および波動歯車装置、
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加えて別社製の産業用ロボットにおいて同様に確認し、産業用ロボットの関節軸における共通

して発生する現象であることを実証する。そのため新しい負荷トルク伝達項を考慮した３慣性

系モデルは、今後軽量化かつ高速化を目指す産業用ロボットの位置・速度制御に加えて接触対

象からの負荷反力に対する力制御における振動抑制を実現するのに重要であることを示す。

３章にて新しい３慣性系モデルに基づく産業用ロボットの振動抑制について検討を行う。振

動抑制については状態フィードバックを用いることとし、サーボ剛性が低い力制御とサーボ剛

性が高い速度制御の両方に対する振動抑制制御系の広帯域化を実現する。特に力制御において

は、接触対象である環境に対する環境反力に対する動特性を考慮したモデル化が重要となる。

そのため、３慣性系において新しい負荷トルク伝達項を考慮することにより、精密な環境反力

を含めたプラントシステムをモデル化でき、モデル化した３慣性系の整合性の検証および振動

抑制に対する有効性を実機実験により立証する。

４章では、従来の１次共振モードに着目した２慣性系モデルに基づく制御系を用いた際の２

次共振モードによる振動が問題に対し、振動抑制を実現する新しい電流制御系を提案する。２

慣性系に基づく制御系を用いた際に対象としていない２次共振モードにより残留振動が発生す

る問題があるため、２慣性系にて着目していない２次共振モードの振動抑制ループをもつ電圧

外乱オブザーバを用いた電流制御系を設計する。これにより、電流制御系にて２次共振モード

の抑圧、外側の位置・速度制御系にて１次共振モードの抑圧を実現し、提案する制御系の有用

性を実機実験により立証する。

最後に、５章にて２次共振モードを有する産業用ロボットにおいて外乱特性に着目した３慣

性系の振動抑制の観点から、本論文での成果および今後の課題について言及する。本論文にて

検討・提案した手法を用いることにより、２次共振モードをもつ産業用ロボットに対する振動

抑制を実現でき、産業用ロボットの更なる高性能化を図ることが可能になる。
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第１章：序論
従来の産業用ロボットの減速機モデルと制振制御

第２章：産業用ロボットの減速機モデル

第４章：共振抑圧外乱オブザーバを用いた
　　　  ロボットサーボシステムのための振動抑制制御

第３章：産業用ロボットの減速機における
　　　  ３慣性系の状態フィードバック制御

第５章：結論
産業用ロボットの振動抑制制御に関する本論文の成果

今後の課題

産業用ロボットの減速機における３慣性系モデル
外乱トルク特性に基づく新しい３慣性系モデル

新しい３慣性系モデルに基づく力制御における振動抑制
新しい３慣性系モデルに対する速度制御における振動抑制

３慣性系モデルに対する２慣性系に基づく速度制御における制振性能
共振抑圧外乱オブザーバを用いた第二共振周波数の振動抑制

産業用ロボットの姿勢および先端負荷による周波数特性

図 1.7: 博士論文の構成
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第 2章

産業用ロボットの減速機モデル

2.1 はじめに

１章の研究動機および研究目的にて、ロボットの高速化および軽量化に加えて、動作条件に

応じて減速機において従来の１次共振モードに加えて２次共振モードの影響が顕著となる。こ

れにより生産性および品質を向上するためには、１次共振モードおよび２次共振モードの双方

を抑圧する必要があることを述べた。二つの共振モードを抑圧した応答を実現するためには、

産業用ロボットの関節軸におけるモータトルク指令に対する周波数特性に加え、外乱トルクに

対する周波数特性の双方に基づく３慣性系モデルが必要となる。第２章では、産業用ロボット

の関節軸の構成と従来用いられている３慣性系モデルらとの比較を行い、関節軸の構成に適し

た３慣性系モデルの選定を行う。

次に産業用ロボットの減速機の構造と軸ねじれ位置について構造解析を行い、解析結果より

減速機において外乱トルク入力におけるモータ側速度応答までの伝達関数に反共振周波数をも

つ特性であることを示す。この反共振周波数について、ハンマー試験によるインパルス状の外

乱トルクの入力時における外乱特性に対する解析より物理的に立証し、外乱トルクの伝搬経路

が二つ存在することを実機実験により実証する。これにより新しい負荷トルク伝達項を考慮し

た３慣性系モデルは、今後軽量化かつ高速化を目指す産業用ロボットの位置・速度制御に加え

て接触対象からの負荷反力に対する力制御における振動抑制を実現するのに重要であることを



14 第 2章 産業用ロボットの減速機モデル

先端負荷

測定軸（旋回軸）

図 2.1: 産業用ロボットの伸長姿勢と測定軸
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図 2.2: 産業用ロボット関節軸の周波数

特性測定結果

示す。

2.2 従来の多慣性系モデル

１次共振モードと２次共振モードの両方を考慮する制御対象は３慣性系としてモデル化され

る。３慣性系は多慣性系モデル [33–35]におけるねじれ剛性を二つ、慣性体を三つとしたモデ

ルで扱われることが多い。しかしながら、３慣性系は多慣性系モデルから近似したモデルのほ

かにもいくつかのタイプが用いられている。そのため、産業用ロボットの関節軸において適切

な３慣性系のモデル化を行うために、従来用いられている各３慣性系モデルについてロボット

の関節軸の構成と比較し、関節軸にて１次共振モードと２次共振モードの両方を考慮した場合

の３慣性系モデルについて選定を行う。選定に使用する１次共振モードと２次共振モードを有

する産業用ロボットの関節軸を図 2.1に、その関節軸の周波数特性を図 2.2に示す。図 2.1に示

す関節軸の構成および図 2.2に示す周波数特性を用いて関節軸に適した３慣性系モデルの解析

とモデリングを行う。
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2.2.1 対称形３慣性系モデル

初めに１慣性体に対し二つのばね剛性が並列に接続され、その先にそれぞれ慣性体が接続さ

れたモデルである対称形３慣性系モデル [36]について検証を行う。対称形３慣性系モデルはエ

レベーターなど、図 2.3に示すように駆動軸に対し、二つの出力端を有するシステムに対し用

いられる。

モータ

ドラム

かご

おもり

図 2.3: 対称形 3慣性系のモデル図

図 2.3において、駆動側速度応答 ω1、負荷側速度応答（かご）ω2、負荷側速度応答（おもり）

ω3、駆動軸とおもり間のねじれトルク τs1、駆動軸とはこ間のねじれトルク τs2、かごおよびお

もりにそれぞれ作用する外乱トルク τdis1、τdis2の関係式は式 (2.1)～式 (2.5)に示すように表さ

れる。

ω1 =
1

J1s+D1

(KtIcmd − τs1 − τs2) (2.1)

ω2 =
1

J2s+D2

(τs1 − τdis1) (2.2)

ω3 =
1

J3s+D3

(τs2 − τdis2) (2.3)

τ1 =
1

s
Ks1(ω1 − ω2) (2.4)

τ2 =
1

s
Ks2(ω1 − ω3) (2.5)
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式 (2.1)～式 (2.5)で表した各状態方程式より対称形３慣性系モデルのブロック線図は図 2.4と

なる。

図 2.4: 対称形 3慣性系のブロック線図

図 2.4より駆動軸に対し、二つの負荷側は独立した構成となり、それぞれのねじれ反力 τs1、

τs2 が駆動軸へ作用する構成となっていることがわかる。また、外乱トルク τdis1、τdis2 はそれ

ぞれの負荷側に作用している。

また図 2.4に基づき、モータトルク入力KtIcmdに対するモータ側速度応答 ω1までの伝達関

数は式 (2.6)に示すようになる。

ω1

Icmd

=
Kt

J1
(s2 + K1

J2
)(s2 + K2

J3
)

s(s4 + (K1

J2
+ K2

J3
+ K1+K2

J1
)s2 + (K1K2

J2J3
+ K1K2

J1
( 1
J2

+ 1
J3
)))

(2.6)

=
Kt

J1
(s2 + ω2

a1)(s
2 + ω2

a2)

s(s2 + ω2
r1)(s

2 + ω2
r2)

(2.7)

なお、３慣性系のモデル化にて周波数成分に着目するため、式 (2.6)において図 2.4に示す各粘

性摩擦D1、D2、D3はゼロとしている。

式 (2.6)を共振周波数 ωr1、ωr2 および反共振周波数 ωa1、ωa2 を用いて表すと式 (2.7)と表す

ことができる。式 (2.6)と式 (2.7)より、図 2.4における物理パラメータは式 (2.8)～(2.12)に示
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すように求まる。

J1 = Jall
1

R2
1R

2
2

ω2
a1ω

2
a2

ω2
r1ω

2
r2

(2.8)

K1 = J1(
ω2
a1(ω

2
r1 + ω2

r2 − ω2
a1 − ω2

a2)

ω2
a1 − ω2

a2

− ω2
r1ω

2
r2 − ω2

a1ω
2
a2

ω2
a1 − ω2

a2

) (2.9)

K2 = J1(−
ω2
a2(ω

2
r1 + ω2

r2 − ω2
a1 − ω2

a2)

ω2
a1 − ω2

a2

+
ω2
r1ω

2
r2 − ω2

a1ω
2
a2

ω2
a1 − ω2

a2

) (2.10)

J2 =
K1

ω2
a1

(2.11)

J3 =
K2

ω2
a2

(2.12)

式 (2.8)～(2.12)に示した物理パラメータを図 2.2に示す測定した周波数特性より導出し、カー

Experimental results

Three-inertia model (Parallel Model)
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図 2.5: 周波数特性測定結果と対称形３慣性系モデルの周波数特性

ブフィッティングした際の周波数特性を図 2.5に示す。

図 2.5より、産業用ロボットの関節軸の二つの共振・反共振周波数と一致していることが確

認される。また、図 2.5において共振・反共振周波数のピーク値の高さが完全に一致しないの

は、粘性摩擦の影響である。図 2.5より関節軸の周波数特性は対称形３慣性系モデルを用いる

ことで表すことができるように思える。

次に産業用ロボットの関節軸構成と対称形３慣性系モデルの構成図を比較する。構成比較図

を図 2.6に示す。図 2.6に示す産業用ロボットの関節軸の構成では、駆動用モータ一つに対し、
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モータ

ドラム

かご

おもり

アーム

減速機

出力状態量

モータ

入力トルク

図 2.6: 産業用ロボット関節軸と対称形３慣性系モデルの構成比較

減速機が取り付けられ、減速機の出力端にアームが取り付けられる構成となる。この構成にお

いて、モータおよび減速機は土台に固定され、モータの外側および減速機の外側自体は固定さ

れる。

表 2.1: 産業用ロボットの関節軸構成と対称形 3慣性系モデルの構成比較

周波数特性 入力トルク数 出力状態量数

産業用ロボット関節軸 – モータ：1つ アーム:1

対称形 3慣性系モデル 測定結果と一致 モータ：1つ かごとおもり：2

それに対し、対称形３慣性系モデルの構成では、駆動用モータ一つとドラムが接続し、ドラ

ムの回転に合わせ、かごとおもりの二つの出力端が動作する構成となる。両者の共通点は駆動

用モータ一つおよび、減速機または回転運動と直線運動へ変換するドラムの構成である。しか

しながら、出力がアームだけの産業用ロボットの関節軸に対し、対称形３慣性系モデルではか

ごとおもりの二つの出力端が存在する。産業用ロボットの関節軸にはアームの他に出力端は存

在しないため、周波数特性は図 2.5に示すように一致はするが、物理的構造が大きく異なる。

両者の構造的特徴を表 2.1にまとめる。表 2.1より、１次共振モードと２次共振モードを有す

る産業用ロボットの関節軸を対称形３慣性系モデルで表すことはできない。
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2.2.2 直列接続３慣性系モデル

次に１慣性体とばね剛性が二つ直列に接続されたモデルである直列接続３慣性系モデ

ル [37–42]について検証を行う。直列接続３慣性系モデルは図 2.7に示すように慣性体とばね

剛性を直列に接続したモデルのうち、負荷側第２慣性体および第２ねじれ剛性までの特性、つ

まり二つの共振周波数を特徴とするシステムに対し用いられる。

モータ
出力端

図 2.7: 多慣性系のモデル図

そのため、図 2.7に示す多慣性系モデルのうち、二つの共振周波数を特徴とすることで直列

接続３慣性系モデルは図 2.8となる。

モータ 出力端

図 2.8: 直列接続 3慣性系のモデル図
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3慣性系における共振・反共振周波数は式 (2.13)–(2.16)となる。

ωr1 =

√
2

2

√
Ωr −

√
Ω2

r − 4Xr (2.13)

ωr2 =

√
2

2

√
Ωr +

√
Ω2

r − 4Xr (2.14)

ωa1 =

√
2

2

√
Ωa −

√
Ω2

a − 4Xa (2.15)

ωa2 =

√
2

2

√
Ωa +

√
Ω2

a − 4Xa (2.16)

Ωr =
K1

J1R2
1

+
K1

J2
+

K2

J2R2
2

+
K2

J2
, Ωa =

K1

J2
+

K2

J2R2
2

+
K2

J3
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+
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従来の３慣性系は図 2.9に示すブロック線図のように共振モードを発生する機械的構造が直

列接続されたモデルとして表される。なお、図 2.9における各物理パラメータは制御対象の周

波数特性に基づき同定されている。

図 2.9: 従来の 3慣性系のブロック線図

図 2.9 に示すブロック線図の物理パラメータを測定した周波数特性より同定を行う。式

(2.13)–(2.16)に示す共振・反共振周波数の式より物理パラメータの同定式は式 (2.17)–(2.21)と

なる。
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J1 = Jall
1

R2
1R

2
2

Xa

Xr

(2.17)

K1 = J1R
2
1(Ωr − Ωa) (2.18)

J2 = K1
1

Ωa − Ω
(2.19)

K2 = J1R
2
1R

2
2

(Ωr − Ωa)

Ωa − Ω
(2.20)

J3 = J1R
2
1R

2
2

(Ωr − Ωa)

Xa

(Ω− Xa

Ωa − Ω
) (2.21)

Ωr = ω2
r1 + ω2

r2,Ωa = ω2
a1 + Ω2

a2

Xr = ω2
r1ω

2
r2, Xa = ω2

a1Ω
2
a2

Ω =
Xr −Xa

Ωr − Ωa

式 (2.17)–(2.21)において、Jall は負荷側からみた全慣性モーメントを示す。

Experimental results

Three-inertia model (Serises Model)
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図 2.10: 周波数特性測定結果と直列接続３慣性系モデルの周波数特性

式 (2.17)–(2.21)に示した物理パラメータを図 2.2に示す測定した周波数特性より導出し、カー

ブフィッティングした際の周波数特性を図 2.10に示す。

図 2.10より、産業用ロボットの関節軸の二つの共振・反共振周波数と一致していることが確

認される。また、図 2.10において共振・反共振周波数のピーク値の高さが完全に一致しないの



22 第 2章 産業用ロボットの減速機モデル

モータ

出力端

モータ

アーム

減速機

出力状態量

入力トルク

図 2.11: 産業用ロボット関節軸と直列接続３慣性系モデルの構成比較

は、粘性摩擦の影響である。図 2.10より関節軸の周波数特性は直列接続３慣性系モデルを用

いることで表すことができるように思える。

次に産業用ロボットの関節軸構成と直列接続３慣性系モデルの構成図を比較する。構成比較

図を図 2.11に示す。図 2.11に示す産業用ロボットの関節軸の構成では、駆動用モータ一つに

対し、減速機が取り付けられ、減速機の出力端にアームが取り付けられる構成となる。この構

成において、モータおよび減速機は土台に固定され、モータの外側および減速機の外側自体は

固定される。

表 2.2: 産業用ロボットの関節軸構成と直列接続 3慣性系モデルの構成比較

周波数特性 入力トルク数 出力状態量数

産業用ロボット関節軸 – モータ：1つ アーム:1

直列接続 3慣性系モデル 測定結果と一致 モータ：1つ 出力端：1

それに対し、直列接続３慣性系モデルの構成では、駆動用モータ一つと慣性体が接続され、

ねじれ剛性よりねじれトルクが発生し次の慣性体に動力が伝達する。次に二つ目のねじれ剛性

よりねじれトルクが発生し、出力端が動作する構成となる。両者の共通点は駆動用モータ一つ

および、減速機またはねじれ剛性よりねじれトルクが発生し、一つの出力が動作する構成であ
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る。そのため、出力がアームだけの産業用ロボットの関節軸に対し、直列接続３慣性系モデル

は同様に一つの出力端となり、似た構造となっている。また、周波数特性は図 2.5に示すよう

に一致する。両者の構造的特徴を表 2.2にまとめる。表 2.2より、１次共振モードと２次共振

モードを有する産業用ロボットの関節軸を直列接続３慣性系モデルで表すことができる。

2.2.3 ツインドライブシステム

最後に対称形３慣性系モデルと直列接続３慣性系モデルに加えて、２慣性系を二つ接続した

モデルである一次共振周波数と二次共振周波数を有するシステムとして「ツインドライブシ

ステム」[43–48]について検証を行う。ツインドライブシステムは図 2.12に示すように二つの

モータを使用し、二つのモータの速度差によりアームを動作させるシステムである。ツインド

ライブシステムを用いることにより、ギアによるバックラッシや摩擦の影響を低減することが

できる [43]。

モータ：左 モータ：右

減速機：右減速機：左

アーム

摩擦ギア摩擦ギア

Right

Right

Left

Left

図 2.12: 複数サーボモータを使用したツインドライブシステムのモデル図

二つのモータに取り付けられている減速機における軸ねじれを考慮し、それぞれ２慣性系と

してモデル化され、その結合形として全体がモデル化される。そのため、ツインドライブシス

テムのブロック線図は図 2.13に示すように２慣性系モデルの負荷側の速度差が出力となって

いる。システム全体で見ると、図 2.13よりねじれ剛性が二つ存在し、各 2慣性系の負荷側慣性

を合成し、一つの慣性とみなせば３慣性系と同等のモデルと思われる。
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Right

Right

RightRight

Left Left

Left

Left

モータ：右

モータ：左

減速機：左

減速機：右

摩擦ギア

アーム
と

図 2.13: 複数サーボモータを使用したツインドライブシステムのブロック線図

しかしながら、表 2.3に示すように、産業用ロボットの関節軸の構成に対し、ツインドライ

ブシステムには駆動用モータが二つ必要となる。そのため構成上、産業用ロボットの関節軸の

構成とは異なる。

表 2.3: 産業用ロボットの関節軸構成とツインドライブの構成比較

入力トルク数 出力状態量数

産業用ロボット関節軸 モータ：1つ アーム:1

ツインドライブ モータ：2つ 出力端：1

１次共振モードと２次共振モードを有する産業用ロボットの関節軸に対して、対称形３慣性

系モデルと直列接続３慣性系モデルとツインドライブシステムのそれぞれのモデルの構成と比

較を行い、産業用ロボットの関節軸の構成とは対称形３慣性系モデルとツインドライブシステ

ムでは構成が異なる。そのため本研究では産業用ロボットの関節軸の構成と一致する直列接続
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３慣性系モデルを関節軸のモデルとする。

2.3 減速機におけるねじれ剛性の解析

前節にて、産業用ロボットの関節軸の構成との比較を行い、従来にて用いられている各３慣

性系モデルの内、直列接続３慣性系モデルが適していることを示した。次に産業用ロボットの

関節軸の減速機の構造解析を行い、振動の原因となるねじれ剛性の位置について示し、関節軸

に対する３慣性系のモデリングを行う。

産業用ロボットの関節軸に用いられる減速機は、代表的なものとして遊星歯車装置 [61, 62]

と波動歯車装置 [63–65]がある。図 2.14に波動歯車装置の構造図を示す。波動歯車においてフ

レクスプライン（FS）に存在する固有振動数が軸ねじれの主となる要因とされていた [66,67]。

しかしながら、減速機全体の解析 [68–70]により波動歯車装置において、実験的考察によるね

じれ成分は次のようなる。

• フレクスプライン（FS）自体の円筒としてのねじれ

• FSのコーニング [65]に起因する FSの歯の逃げによるねじれ

• FSの開口部の半径方向の変位に起因するねじれ

• FSとウェーブ・ジェネレータ（WG）のすき間の寄りによるねじれ

• サーキュラ・スプライン（CS）の半径方向の変形による CSの歯の逃げによるねじれ

実験的考察に加えて、波動歯車装置のかみあいのシミュレーションおよび数値解析 [71, 72]

により、減速機にかかる負荷が増加することにより、FSの開口部凸変形が増加しやすくなり、

波動歯車装置の全体のねじれは以下に示す３つに区分されることが確認されている。

• WGと FS内周のすき間の寄りによるねじれ

• FSの胴体のねじれと FS開口部の変位によるねじれ

• FSの胴体のねじれ

従来の産業用ロボットの関節軸では、波動歯車装置の FSの胴体のねじれが顕著として表れ、
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CS

FS

WG

フレクスプライン

サーキュラ・スプライン

ウェーブ・ジェネレータ

図 2.14: 波動歯車装置の構造図

インプットギア

ＲＶギア

クランク軸

リングギア

センタギア

スパーギア

ピン

出力軸

図 2.15: 遊星歯車装置の構造図

振動モードを一つとした 2慣性系モデルとして扱われていた。しかしながら、減速機にかかる

負荷が増加することにより FSの開口部の凸変形によるねじれが顕著となり、FSの胴体のねじ

れによる振動モードに加えて、WGと FS内周のすき間の寄りによるねじれを含む開口部に関

連する変形によるねじれから発生する振動モードが発生する [73]。そのため、FSの胴体のね

じれによる振動モードと開口部に関連する変形によるねじれから発生する振動モードの二つの

振動モードを考慮する必要がでてくる。これより、波動歯車装置の振動モデル図は、ばね成分

が二つ存在する構造となる。よって、姿勢変動や先端負荷が増加した際の産業用ロボットの関

節軸に波動歯車装置を用いた場合二つの振動モードが発生し、３慣性系としてモデル化とする

必要があるといえる。

次に遊星歯車装置について解析を行う。図 2.15に遊星歯車装置の構造図を示す。遊星歯車に

おいて、実験を含めた歯車および構造解析 [31, 74, 75]によりねじれ成分は次のようなる。

• 歯元曲げ応力による振動

• 内歯車のリングモード変形による振動

加えて、減速機の動作からの解析 [76, 77]により３種類の固有振動モードを多自由度の連成

運動方程式より定義されている。

• 回転モード：各要素が相対的に回転運動するモード
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• 並進モード：機構全体が並進運動するモード

• プラネットモード：プラネットギアのみが回転運動するモード

この解析において外枠のリングギアが固定された場合は、並進モードは高剛性のため、高周波

な振動モードになる。これにより、減速機の動作において支配的な振動モードは回転モードと

プラネットモードの二つとなる。これらのモードにおいて、回転モードにはかみあい剛性（歯

元曲げ応力）が関連し、プラネットモードにはかみあい剛性に加えてリングモードの変形が関

連してくる。したがって、姿勢変動や先端負荷が増加した際の産業用ロボットの関節軸に遊星

歯車装置を用いた際、振動モデル図は、ばね成分が二つ存在する構造となる。

これらの構造解析より図 2.16に示すように減速機におけるねじれ剛性はモータと接続する入

力ギアとアームと接続する中継ギアの間にて従来の支配的なねじれ剛性が存在するいえる。加

えて、従来の支配的なねじれ剛性に加えて、開口部の変位やプラネットモードにより、中継ギ

アとアーム間にて新たなねじれ剛性が存在するといえる。そのため、2.2節にて行った関節軸

の構成と適するとした図 2.17に示す従来の直列接続３慣性系モデルと比較すると、負荷トル

ク入力に対する伝達経路が二つ存在することがわかる。減速機の構造解析より、１次共振モー

ドと２次共振モードを考慮した３慣性系モデルにおいて負荷トルク入力に対する伝達経路は二

つ存在することが示される。この二つの負荷トルク伝達項は従来の３慣性系モデルと異なる特

性を持つため、位置・速度制御時の外乱トルク抑圧について関係し、力制御時において環境反

力の特性に重要となってくる。そのため、二つの負荷トルク伝達項を考慮した３慣性系モデル

について解析が１次共振モードと２次共振モードを考慮した振動抑制には必要である。

2.4 従来の３慣性系モデルと外乱トルク伝達項を考慮した新し

い３慣性モデル

前節での減速機の構造解析より、１次共振モードと２次共振モードを考慮した３慣性系モデ

ルにおいて負荷トルク入力に対する伝達経路は二つ存在することを示し、二つの負荷トルク伝

達項を考慮した３慣性系モデルについて解析が１次共振モードと２次共振モードを考慮した振
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モータ

ロボットアーム

インプットギア

ＲＶギア

クランク軸

センタギア

FS の開口

FS の円筒

WG リングギア

図 2.16: 波動歯車装置および遊星歯車装

置の構造図と外力トルク伝搬経路

モータ

減速機

アーム

図 2.17: 直列接続３慣性系モデルを用い

た場合の産業用ロボット関節軸のモデ

ル図

動抑制には必要であることを述べた。図 2.16に示すように、図 2.17に示す従来の３慣性系モ

デルの構成図とは異なり、新しい外乱トルク伝達項が存在することが図示される。この新しい

外乱トルク伝達項は、位置・速度制御時においては外乱抑圧特性、力制御時においては環境反

力に対する周波数特性に影響してくる。そのため、１次共振モードと２次共振モードを考慮し

た振動抑制を実現するために新しい外乱トルク伝達項を考慮した３慣性系モデルについての解

析が必要となる。本節では、新しい外乱トルク伝達項を考慮した３慣性系モデルについて負荷

トルク入力に対する解析を行い、ハンマー試験による実機実験による検証により、新しい外乱

トルク伝達項について立証を行う。

2.4.1 波動歯車装置の関節軸の解析

解析を行う産業用ロボットの手先３軸おける波動歯車を有する関節軸を図 2.18に示す。図

2.18に示す関節軸を対象とし、モータトルク入力に対する周波数特性の測定を行う。測定した

周波数特性を図 2.18に示す。

次に、測定した周波数特性に基づきモータトルク入力に対するモデリングを行う。３慣性系

における物理パラメータと共振・反共振周波数の関係は式 (2.17)–(2.21)となる。測定した周波
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図 2.18: 波動歯車を有する産

業用ロボットの関節軸
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図 2.19: モータ側トルク指令に対するモータ側速

度応答の周波数特性の測定結果

数特性より共振・反共振周波数を用いて同定した物理パラメータおよび図 2.16に示す新しい

外乱トルク伝達経路を考慮した減速機の構造図より３慣性系における各状態量は式 2.22–(2.26)

のように考えられる。

ω1 =
1

J1s+D1

(KtIcmd − τs1) (2.22)

τs1 =
K1

s
(
ω1

R1

− ω2) (2.23)

ω2 =
1

J2s+D2

(τs1 −
τs2
R2

− τL) (2.24)

τs2 =
K2

s
(
ω2

R2

− ω3) (2.25)

ω3 =
1

J3s+D3

(τs2 − τL) (2.26)
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これにより、３慣性系の状態方程式は式 (2.27)および式 (2.28)と示される。

ẋ = Ax+BMIcmd +BLτL (2.27)

y = Cx (2.28)

x =
[
ω1 θs1 ω2 θs2 ω3

]

A =



−D1

J1
− K1

J1R1
0 0 0

1
R1

0 −1 0 0

0 K1

J2
−D2

J2
− K2

J2R2
0

0 0 1
R2

0 −1

0 0 0 −K2

J3
−D3

J3


BM =

[
Kt

J1
0 0 0 0

]T
,BL =

[
0 0 − tB

J2
0 − tA

J3

]T
C =

[
1 0 0 0 0

]
式 (2.27)および式 (2.28)に基づき、モデリングを行った３慣性系におけるモータトルク入力

(KtIcmd)に対するモータ側速度応答 (ω1)までの周波数特性と測定して周波数特性を比較した結

果を図 2.20に示す。図 2.20に示すように、モデリングを行った３慣性系におけるモータトル

ク入力に対する周波数特性は測定結果における共振・反共振周波数は一致していることより、

モータトルク入力に対するモデリングは良好であるといえる。

次に負荷トルク (τL)入力に対する解析およびモデリングを行う。式 (2.27)および式 (2.28)に

示す状態方程式より新しい外乱トルク伝達経路を考慮した３慣性系のブロック線図は図 2.21中

の (a)に示すようになる。図 2.21の (b)に示す従来の３慣性系のブロック線図と比べ、新しい

外乱トルク伝達経路を考慮した３慣性系のブロック線図では負荷トルクがトルク伝達項 tAと

tBにより分配される。これにより、提案する３慣性系モデルでは負荷トルクに対する動特性が

従来の３慣性系モデルとは異なることがいえる。次に負荷トルク入力に対する特性について解

析を行う。提案する３慣性系モデルにおいて、負荷トルクからモータ側速度応答までの伝達関

数を導出する。

ω1

τL
=

−K1tB
J1J2

s2 − (K1K2tA
J1J2J3

+ K1K2tB
J1J2J3

)

s(s2 + ω2
r1)(s

2 + ω2
r2)

(2.29)

式 (2.29)に示すように新しい負荷トルク伝達項 tBにより、負荷側トルク τL入力に対するモー

タ側速度応答の伝達関数は分子多項式は２次となり、反共振周波数が一つ存在することとな
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図 2.20: モータ側トルク指令に対するモータ側速度応答の周波数特性の測定結果とモデルに

おける周波数特性

る。式 (2.29)に対して、従来の３慣性系モデルにおける負荷トルクからモータ側速度応答まで

の伝達関数を式 (2.30)に示す。

ω1

τL
=

− K1K2

J1J2J3

s(s2 + ω2
r1)(s

2 + ω2
r2)

(2.30)

式 (2.30)に示すように従来の３慣性系モデルの場合では伝達関数の分子多項式は０次となるた

め、提案する３慣性系モデルとは異なり反共振周波数が存在しないこととなる。この新しい負

荷トルク伝達項による反共振周波数の有無について実機実験により検証を行う。

新しい負荷トルク伝達項 tBにより、負荷トルク入力に対する特性にて反共振周波数が存在

することが伝達関数より確認される。この反共振周波数の存在について、図 2.22に示すよう

にロボットの負荷側に対しハンマーを用いたインパルス試験 [49–60]により検証を行う。イン

パルス試験では図 2.22に示すように、測定軸である５軸目にて重力の影響を考慮し水平方向

のみの駆動となるようにロボットの姿勢を変え、先端負荷にハンマーを用いたインパルス状の

トルク入力し、その時のモータ側速度応答を測定し、モータ側速度応答の周波数解析を行う。
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New factor

tA

tB

(a) Proposed three-inertia model (b) Conventional three-inertia model

図 2.21: 提案する 3慣性系のブロック線図と従来の３慣性系のブロック線図の比較図

Input 
impact torque

測定軸

図 2.22: ハンマー用いた負荷側トルク入力実験の概要図

ハンマーを用いてのインパルス状のトルクを入力する際には測定軸の回転方向に合わせるた

めに先端負荷の側面に対し、垂直方向にトルクが加わるようにハンマーを打ち込む。なお、位

置制御系を用いたサーボロックでは位置制御系の外乱抑圧特性が測定結果に影響するため、こ

の時測定する５軸目は電磁ブレーキを解除し、他の軸は電磁ブレーキを ONとする。

ハンマーを打ち込んだ際の５軸目のエンコーダによる位置応答および速度応答を図 2.23お

よび 2.24に示す。図 2.24に示す５軸目の速度応答波形の周波数解析を行った結果を図 2.25に

示す。図 2.25に示す速度応答波形の周波数解析結果より 19.17Hzにて反共振周波数が存在す
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図 2.24: インパルス試験時の５軸目のエ

ンコーダによる速度応答波形

ることが確認される。これにより、負荷側トルクに対するモータ側速度応答までの周波数特性

において反共振周波数が存在することが確認され、新しい負荷トルク伝達項 tBが存在するこ

とが実機実験により立証される。
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図 2.25: 負荷側トルク入力に対するモータ側速度応答の周波数特性

なお、インパルス試験時における先端負荷付近である６軸および５軸と同回転軸となる１軸

目のエンコーダによる位置応答波形を図 2.26と図 2.27に６軸目について、図 2.28と図 2.29に

１軸目についての位置応答波形を示す。１軸目および６軸目のモータ側位置応答波形の拡大図
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図 2.27: 図 2.26の拡大図
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エンコーダによる位置応答波形
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2.27と 2.29を見ると５軸目の移動量が 3.52 radほどであるのに対し、瞬時の移動量を考慮した

場合においても 0.013 rad程となり、1/250以下となる。また、トルクを加えた先端位置から各

軸へのリンク長さを考慮した場合、５軸目のリンク長さを基準とした条件での５軸と６軸およ

び１軸目の移動量について表 2.4にまとめる。表 2.4において、先端負荷からの５軸目までの

リンク長さを１とし各軸の移動量から先端位置までの換算値を示す。表 2.4を見ると、測定対

象としている５軸目を基準とすると先端負荷付近である６軸目と５軸目と同回転軸となる１軸
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表 2.4: 先端負荷における入力トルクに対する各軸の移動量の関係 (5軸目波動歯車装置)

リンク長さ L 移動量 x ギア比 Rg 先端位置換算した移動量

５軸目 1.00　 3.524 rad 80 L× x/Rg = 4.40 ×10−2

６軸目 0.36 0.013 rad 50 L× x/Rg = 0.94 ×10−4

１軸目 5.45 0.006 rad 140.25 L× x/Rg = 2.33 ×10−4

表 2.5: 各トルク入力時におけるモータ側速度応答の共振・反共振周波数 (5軸目波動歯車装置)

共振周波数 反共振周波数

ωr1 ωr2 ωa1 ωa2

モータ側トルク入力　　 11.5 Hz　　 31.0 Hz　　　 8.0 Hz 21.5 Hz

負荷側トルク入力 (従来モデル) 11.5 Hz 31.0 Hz – –

負荷側トルク入力（提案モデル） 9.73 Hz 29.68 Hz 19.17 Hz –

目における各軸の移動量から先端位置までの換算値を見ると、２桁小さいことが確認できる。

これにより、５軸目の外乱トルクに対する測定において他軸の影響はないと考えられる。よっ

て、図 2.25に示す速度応答波形の周波数解析結果は５軸単体の周波数特性となり、減速機にお

いて新しい負荷トルク伝達項 tBは存在するといえるため、従来用いられる 3慣性系 [33–35]

とは異なり、産業用ロボットに用いられる減速機における 3慣性系では、負荷側からの外乱ト

ルク伝達項が二つ存在するといえる。なお、５軸目である波動歯車装置における測定した周波

数特性を表 2.5に示す。表 2.5に示す測定した周波数特性に用いた際、負荷側トルクに対する

モータ側速度応答までの周波数特性を図 2.30となる。図 2.30において提案する３慣性系モデ

ルの伝達関数式 (2.29)および従来の３慣性系モデルの伝達関数式 (2.30)に基づいている。これ

により、提案する３慣性系モデルと従来の３慣性系モデルにおいて負荷側トルク入力に対する

周波数特性は大きく異なることがわかる。なお図 2.30において、伝達関数式 (2.29)および式

(2.30)に基づいているため、各３慣性系モデルにおける粘性摩擦D1 = D2 = D3をゼロとして
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いるため、共振・反共振周波数は顕著となる。加えて伝達関数式 (2.29)および式 (2.30)は伝達

関数式 (2.31)および式 (2.32)とすることができる。

ω1

τL
=

−K1tB
J1J2

s2 − (K1K2tA
J1J2J3

+ K1K2tB
J1J2J3

)

s(s2 + ω2
r1)(s

2 + ω2
r2)

= (s2 + ω2
a)
−K1tB

J1J2

s

1

s2 + ω2
r1

1

s2 + ω2
r2

(2.31)

ω1

τL
=

− K1K2

J1J2J3

s(s2 + ω2
r1)(s

2 + ω2
r2)

=
− K1K2

J1J2J3

s

1

s2 + ω2
r1

1

s2 + ω2
r2

(2.32)

伝達関数式 (2.31)および式 (2.32)により、積分項は位相は-90deg.となるが、今回は負荷トル

クの入力を負としていることにより位相が反転するため 90deg.となる。なお共振周波数の項

については低周波側においては位相は 0deg.となる。よって、図 2.30において低周波側は位相

90deg.を示す特性となる。

なお、粘性摩擦D1、D2、D3を考慮した際は各３慣性系の伝達関数は式 (2.33)および式 (2.34)

となり、積分項が一次系となる。そのため低周波側における位相が 180deg.となり、図 2.31に

示すようになる。

ω1

τL
=

−K1tB
J1J2

(s2 + 2ζaωas+ ω2
a)

(s+ a)(s2 + 2ζr1ωr1s+ ω2
r1)(s

2 + 2ζr2ωr2s+ ω2
r2)

(2.33)

ω1

τL
=

− K1K2

J1J2J3

(s+ a)(s2 + 2ζr1ωr1s+ ω2
r1)(s

2 + 2ζr2ωr2s+ ω2
r2)

(2.34)
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図 2.30: 従来の３慣性系負モデルと提案する３慣性系モデルにおける負荷側トルク入力時に

おけるモータ側速度応答までの周波数特性 (粘性摩擦D1 = D2 = D3 = 0の場合)
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図 2.31: 従来の３慣性系負モデルと提案する３慣性系モデルにおける負荷側トルク入力時に

おけるモータ側速度応答までの周波数特性 (粘性摩擦を考慮した場合)



38 第 2章 産業用ロボットの減速機モデル

2.4.2 遊星歯車装置の関節軸の解析

図 2.24に示した解析結果は産業用ロボットの手先軸である波動歯車装置を対象としている。

そのため、産業用ロボットの減速機として一般性を示すために新しい負荷トルク伝達項の存在

について他の減速機である遊星歯車装置に対しての検証が必要となる。

測定軸
Input 

impact torque

図 2.32: 遊星歯車装置を対象としたインパルス試験

同実験機における遊星歯車装置を対象としたインパルス試験を行う。遊星歯車装置を対象と

した際のロボットの姿勢は図 2.32に示すようになる。インパルス試験においては５軸目と同

様に、ハンマーを用いてのインパルス状のトルクを入力する際には測定軸である 1軸目の回転

方向に合わせるために先端負荷の側面に対し、垂直方向にトルクが加わるようにハンマーを打

ち込む。なお、位置制御系を用いたサーボロックでは制御系の外乱抑圧特性が影響するため、

この時測定する１軸目は電磁ブレーキを解除し、他の軸は電磁ブレーキを ONとする。

ハンマーを打ち込んだ際の１軸目のエンコーダによる位置応答および速度応答を図 2.33お

よび図 2.34に示す。図 2.34に示す５軸目の速度応答波形の周波数解析を行った結果を図 2.35

に示す。図 2.35に示す速度応答波形の周波数解析結果より 28.07Hzにて反共振周波数が存在

することが確認される。これにより、負荷側トルクに対するモータ側速度応答までの周波数特

性において反共振周波数が存在することが確認され、５軸目の波動歯車装置と同様に遊星歯車

装置においても新しい負荷トルク伝達項 tBが存在することが実機実験により立証される。

なお、インパルス試験時における１軸と同回転軸となる６軸目と同回転方向成分を持つ４軸
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表 2.6: 先端負荷における入力トルクに対する各軸の移動量の関係 (１軸目遊星歯車装置の測定時)

リンク長さ L 移動量 x ギア比 Rg 先端位置換算した移動量

１軸目 1.00　 8.672 rad 140.25 L× x/Rg = 6.18 ×10−2

４軸目 0.62 0.011 rad 81 L× x/Rg = 0.84 ×10−4

６軸目 0.08 0.198 rad 50 L× x/Rg = 3.17 ×10−4

目のエンコーダによる位置応答波形を図 2.36と図 2.37に６軸目について、図 2.38と図 2.39に

１軸目についての位置応答波形を示す。４軸目および６軸目のモータ側位置応答波形の拡大図

2.37と図 2.39を見ると１軸目の移動量が 8.67 radほどであるのに対し、瞬時の移動量を考慮

した場合においても 0.20 rad程となり、1/40以下となる。また、トルクを加えた先端位置から

各軸へのリンク長さを考慮した場合、１軸目の回転軸長さを基準とした条件での４軸と６軸お

よび１軸目の移動量について表 2.6にまとめる。表 2.6において、先端負荷からの１軸目まで

のリンク長さを１とし各軸の移動量から先端位置までの換算値を示す。実験機１における遊星

歯車装置を用いている 1軸目の周波数特性を表 2.7に示す。表 2.7に示すように、モータトル

ク指令入力に対するモータ側速度応答の周波数特性には共振・反共振周波数がともに二つ存在
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表 2.7: モータ側トルク指令に対するモータ側速度応答の周波数特性 (1軸目遊星歯車装置)

共振周波数 反共振周波数

ωr1 ωr2 ωa1 ωa2

モータ側トルク入力　　 21.50 Hz　 32.50 Hz 10.00 Hz 23.50 Hz

負荷側トルク入力 (従来モデル) 21.50 Hz　 32.50 Hz – –

負荷側トルク入力（提案モデル） 21.04 Hz 30.79 Hz 28.07 Hz –

し、負荷側トルク τL入力に対するモータ側速度応答を測定した際の周波数特性は図 2.35にお

いて 5軸目の波動歯車装置と同様に反共振周波数が観測される。

これらの測定結果より、波動歯車装置および遊星歯車装置においてモータトルク指令入力時

の周波数特性より、共振・反共振周波数がともに二つ存在し、負荷側トルク τL 入力に対する

モータ側速度応答の周波数特性には反共振周波数が表れるため、新しい負荷トルク伝達項を考

慮した３慣性系モデルが産業用ロボットの関節軸モデルに適していることがいえる。
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2.4.3 別の産業用ロボットの関節軸の解析

図 2.22や図 2.32に示す産業用ロボットに加えて、図 2.40に示す別の産業用ロボッにおいて

も同様に検証を行う。

図 2.41–2.44に別実験機における波動歯車装置および遊星歯車装置における測定結果を示す。

図 2.41および 2.42に 5軸目の波動歯車装置の周波数特性の測定結果を示す。図 2.41に示すよ
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(a) 波動歯車装置を対象 (b) 遊星歯車装置を対象

測定軸

Input 
impact torque

測定軸
Input 

impact torque

図 2.40: 別実験機におけるインパルス試験

うに、モータトルク指令入力に対するモータ側速度応答の周波数特性には共振・反共振周波数

がともに二つ存在することが確認される。これに対し、負荷側トルク τL 入力に対するモータ

側速度応答を測定した際の周波数特性は図 2.42において 5軸目の波動歯車装置には反共振周

波数が観測される。同様に、図 2.43および 2.44に 1軸目の遊星歯車装置の周波数特性の測定

結果を示す。図 2.43に示すように、モータトルク指令入力に対するモータ側速度応答の周波数

特性には共振・反共振周波数がともに二つ存在することが確認される。これに対し、負荷側ト

ルク τL入力に対するモータ側速度応答を測定した際の周波数特性は図 2.44において 5軸目の

波動歯車装置と同様に反共振周波数が観測される。

これらの結果より、二つの実験機において 3慣性系の特性を示す関節軸の波動歯車装置およ

び遊星歯車装置ともにモータトルク指令入力時の周波数特性より、共振・反共振周波数がとも

に二つ存在する従来の 3慣性系モデルを示し、負荷側トルク τL 入力に対するモータ側速度応

答の周波数特性には反共振周波数が表れるため、従来の 3慣性系モデルとは異なる特性である

ことが確認される。そのため、負荷側トルク入力に対するモータ側速度応答の周波数特性にて

反共振周波数が存在する従来 3慣性系モデルと異なる特性は、産業用ロボットに用いられる減

速機における特性であることがいえる。
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2.5 提案する３慣性系モデルの可制御性

ハンマーを用いたインパルス試験により減速機において新しい負荷トルク伝達項の存在を確

認することができ、減速機の種類およびロボットの種類によらず一般的な産業用ロボットの減

速機における現象であることを示した。新しい負荷トルク伝達項 tBが加わることにより従来

の３慣性系のB行列が変化する。そのため、可制御性について評価を行う必要がある。新しい

負荷トルク伝達項 tBを考慮した際の３慣性系の状態方程式を式 2.35に示す。

d

dt
x = Ax+

[
b1 b2

]
u (2.35)

x =
[
ω1 θs1 ω2 θs2 ω3

]T

A =



−D1

J1
− K1

J1R1
0 0 0

1
R1

0 −1 0 0

0 K1

J2
−D2

J2
− K2

J2R2
0

0 0 1
R2

0 −1

0 0 0 K2

J3
−D3

J3


b1 =

[
Kt

J1
0 0 0 0

]T
b2 =

[
0 0 − tB

J2
0 − tA

J3

]T
u =

[
Icmd τL

]
可制御性は式 2.35に示す状態方程式よりA行列とB行列を用いて評価する。システムが可制

御であるための必要十分条件は可制御性行列と呼ばれる行列Ucの階数が nとなることであり、

３慣性系の場合は n=５となる。可制御性行列Ucは式 (2.36)のように表される。

Uc =
[
b1 Ab1 A2b1 A3b1 A4b1 b2 Ab2 A2b2 A3b2 A4b2

]
(2.36)
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式 (2.36)において、線形独立なベクトルを５つ選択することができる。これより式 (2.36)の階

数は５となるため、式 (2.35)に示すシステムは可制御であることがわかる。
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2.6 まとめ

本章では、産業用ロボットの関節軸において１次共振モードおよび２次共振モードの双方の

共振周波数が顕著となる場合において従来用いられている３慣性系モデルである「対称形３慣

性系モデル」、「直列接続３慣性系モデル」、「ツインドライブシステム」と関節軸における構成

の比較を行い、産業用ロボットの関節軸に適した３慣性系モデルの解析を行った。構成比較の

結果より産業用ロボットの関節軸１次共振モードおよび２次共振モードの両方を考慮したモデ

ルとして、慣性とねじれ剛性の組み合わせが二つ存在する直列接続３慣性系モデルが適切であ

ることを示した。

関節軸の構成解析の次に減速機の構造解析を行い、ねじれ剛性について解析を行った。構造

解析結果より負荷トルク伝達経路が二つ存在することが示され、新しい負荷トルク伝達項 tB

により負荷トルク入力における周波数特性において反共振周波数が存在することが数式解析よ

り示された。この反共振周波数の存在はハンマーを用いたインパルス試験による実機実験の結

果より立証され、減速機および産業用ロボットの種類によらず発生する現象であることを示し

た。また、新しい負荷トルク伝達項 tBが存在する場合においてもシステムの可制御性は確認

された。

この新しい負荷トルク伝達項を考慮した３慣性系モデルに基づき制御系の設計および解析を

行うことにより、２つの共振周波数に対する振動抑制を実現する位置・速度制御に加えて外乱

トルクに対する評価および一次共振モードと二次共振モードと環境のダイナミクスとの相互関

係を考慮した力制御を産業用ロボットにて実現することが可能となる
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産業用ロボットの減速機における３慣性系の

状態フィードバック制御

3.1 はじめに

２章にて産業用ロボットの関節軸の減速機おいて、１次共振モードと２次共振モードの両方

を考慮したモデルとして、慣性とねじれ剛性の組み合わせが二つ存在する直列接続３慣性系モ

デルが適切であることを示した。

加えて減速機の構造解析より、負荷側トルクの伝達経路が二つ存在することを示した。これ

により、新しい負荷トルク伝達項 tBにより負荷トルク入力における周波数特性において反共

振周波数が存在することを数式解析および実機実験により実証した。２章の解析により、減速

機の３慣性系モデルは従来の３慣性系とは異なる特性を持つことが示された。

従来、産業用ロボットに求められていた高速・高精度な位置決めおよび軌跡追従制御におい

て目標値応答における振動抑制が重要とされた。しかしながら、目標値応答に加え外乱トルク

に対する抑圧応答も高速・高精度な位置決めおよび軌跡追従制御において重視される。加えて、

産業用ロボットにおいては用途拡大による力制御を用いた押し付け動作やダイレクトティーチ

ング、バックドライブといった負荷側トルクに対する力制御の高性能化が求められている。そ

のためそれらの動作を実現には新しい 3慣性系モデルに対し、目標値応答として二つの共振周
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波数の抑圧に加えて、負荷側トルク入力に対する二つの伝達項を考慮する振動抑制が課題と

なる。

３慣性系モデルに対する振動抑制において、代表的な手法の一つとして状態フィードバック

が用いられている [78–81]。状態フィードバックとは、「線形システムが可制御ならば、任意に

指定した極の分布を実現する状態フィードバック係数が存在する」[82]といわれており、状態

フィードバックにより極を自由に変えることができる [83–87]ことを意味している。したがっ

て、２章より提案する３慣性系モデルは可制御であるため、状態フィードバックを用いること

により、システムを安定化させることが可能である。

本章では、外乱トルクの伝達項が二つ存在する産業用ロボットの減速機における３慣性系に

対し、状態フィードバックを用いた振動抑制について力制御および速度制御にて検討を行う。
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3.2 ３慣性系の力制御における状態フィードバック制御

外乱トルクの伝達項が二つ存在する産業用ロボットの減速機における状態フィードバック制

御を用いた振動抑制の検討として、環境剛性からの環境反力が３慣性系に作用する力制御につ

いてはじめに検討を行う。なお、力制御における環境反力は負荷トルクと定義されるため、３

慣性系モデルにおける外乱トルクは力制御時において負荷トルクと呼称する。負荷トルク伝達

項を先端のみとする従来の３慣性系と、負荷トルク伝達項が二つ存在する提案する３慣性系モ

デルでは、環境剛性を考慮した３慣性系とした際の周波数特性が異なり、状態フィードバック

を用いた振動抑制の実現に影響を与える。本節では、従来の３慣性系と提案する３慣性系モデ

ルに対し、環境剛性を考慮した３慣性系に対する力制御における状態フィードバックを用いた

振動抑制について検討を行う。検討結果より、負荷トルク伝達項が二つ存在する提案する３慣

性系モデルを用いることによる、3慣性系の特性を示す産業用ロボットの関節軸に対する状態

フィードバックを用いた力制御の有用性を示す。

3.2.1 従来の 3慣性系の力制御における状態フィードバック制御

環境剛性を考慮した従来の 3慣性系に対する状態フィードバック制御系を含めた力制御系の

ブロック線図を図 3.1に示す。図 3.1において環境剛性を考慮した従来の 3慣性系に対する状態

フィードバック系の設計には、3慣性系における各状態変数の伝達関数が必要となる。q軸電流

指令 (Icmd)から 3慣性系のモータ側速度応答 (ωm)を出力とした伝達関数は、式 (3.1)となる。

ωm

Icmd

=

∑5
i=1 bω1i

si

s6 +
∑5

i=1 ais
i

(3.1)

a5 =
D1

J1
+

D2

J2
+

D3

J3

a4 =
K1

J1R2
1

+
K2

J2R2
2

+
K2 +Ke

J3
+

K1

J2
+

D1

J1
(
D2

J2
+

D3

J3
) +

D2D3

J2J3
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SOB

FF

State observer

based on conventional three-inertia model
of multi-input type(        ,        , and     )

図 3.1: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御系のブロック線図
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また、q軸電流指令 (Icmd)から 3慣性系の各状態量を出力とした伝達関数は、式 (3.2)–(3.6)
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となる。

ω2

Icmd

=

∑3
i=1 bω2i

si

s6 +
∑5

i=0 ais
i

(3.2)
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導出した 3慣性系の各状態量の伝達関数式 (3.1)–(3.6)を用いて、状態フィードバックシステ
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ムの設計を行う。状態フィードバックシステムは式 (3.7)に示す構成となる。

Icmd = u− (fω1ω1 + fθs1θs1 + fω2ω2 + fθs2θs2 + fω3ω3 + fτLτL) (3.7)

式 (3.7)に示す状態フィードバックを用いて、図 3.1に示す力制御系における状態フィード

バック系と積分器を含めた際の伝達関数は式 (3.8)に示すようになる。

τL

τ refL

=
bf0

s7 +
∑6

i=0 afis
i

(3.8)

af6 = a5 + fw1bω15

af5 = a4 + fw1bω14 + fs1bs14

af4 = a3 + fw1bω13 + fs1bs13 + fw2bω23

af3 = a2 + fw1bω12 + fs1bs12 + fw2bω22 + fs2bs22

af2 = a1 + fw1bω11 + fs1bs11 + fw2bω21 + fs2bs21 + fw3bω31

af1 = a0 + fw1bω10 + fs1bs10 + fw2bω20 + fs2bs20 + fw3bω30 + ft3bt0

af0 = Kfibt0Ke

bf0 = Kfibt0Ke

導出した伝達関数式 (3.8)を用いて、制御器のゲイン設計を行う。制御器のゲイン設計には、

式 (3.9)に定義する極配置した際の多項式を用いる。

D3(s) = (s+ p1)
3∏

i=1

(
s2 + 2ζis+ (ζ2i + w2

ci)
)

(3.9)

= s7 + ap6s
6 + ap5s

5 + ap4s
4 + ap3s

3 + ap2s
2 + ap1s+ ap0 (3.10)

式 (3.9)に示す多項式 D3(s)に基づいて、導出した伝達関数式 (3.8)の分母多項式の係数比較

によりフィードバックゲインおよび積分ゲインを設計する。設計される各制御器のゲインは式

(3.11)–(3.17)で表される。
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表 3.1: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御系の極配置および制御帯域

極 1 極 2-7 制御帯域

従来モデルに基づく力制御系 -50.0 -250.0 6.66 Hz

fw1 =
1

bω15

(ap6 − a5) (3.11)

fs1 =
1

bs14
(ap5 − a4 − fw1bω14) (3.12)

fw2 =
1

bω23

(ap4 − a3 − fw1bω13 − fs1bs13) (3.13)

fs2 =
1

bs22
(ap3 − a2 − fw1bω12 − fs1bs12 − fw2bω22) (3.14)

fw3 =
1

bω31

(ap2 − a1 − fw1bω11 − fs1bs11 − fw2bω21 − fs2bs21) (3.15)

fτL =
1

bq30
(ap1 − a0 − fw1bω10 − fs1bs10 − fw2bω20 − fs2bs20 − fw3bω30) (3.16)

Kfi =
ap0
bτL

(3.17)

また、図 3.1に示す力制御系において、状態フィードバック系は振動抑制のために設計され、

保守的となる。そのため反力応答の向上のためにフィードフォワード (FF)システムを用いる

こととする。フィードフォワードシステムの伝達関数は、式 (3.18)で表される。

FF (s) =
K

∏3
i=1(s

2 + 2ζaiwais+ w2
ai)∏3

i=1(s
2 + 2ζriwris+ w2

ri)
(3.18)

図 3.1に示す力制御器は、表 3.1示す極配置とし、図 3.2に示す極配置となる。図 3.2に示す

極配置より従来の 3慣性系モデルに基づく力制御系の制御帯域幅は図 3.3に示すようになる。

また、図 3.1に示す力制御器における状態フィードバック系を実現するために 3慣性系に基づ

く状態オブザーバを用いる。状態オブザーバの推定精度を向上させるために、従来の状態オブ

ザーバに用いられる q軸電流指令 Icmdとエンコーダ情報より計算されるモータ側速度応答 ωm

に加え、反力 τLを負荷トルクセンサより計測し、状態オブザーバに用いることとする。これに

より、状態オブザーバは負荷トルクセンサとモータ側速度応答 ωmと反力 τLを可観測情報とし

た多入力型状態オブザーバとなり、多入力型状態オブザーバを設計することにより、状態オブ
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図 3.2: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御系の極配置図
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図 3.3: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御系のボード線図

ザーバの推定精度の向上を図る。多入力型状態オブザーバの状態方程式は式 (3.19)のように表

される。多入力型状態オブザーバのオブザーバゲインは、多入力システムの可観測正準形式を

求め、多入力システム (A−KC)での特性多項式の極を用いることにより設計される [85,86]。

なお、オブザーバゲインはオブザーバ極を 200 rad/sとし設計する。
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負荷トルクセンサ

接触対象
硬質ラバーブロック

図 3.4: 産業用ロボットの力制御時の外観図

˙̂x = (A−KC)x̂+BIcmd +K

[
ωm

τL

]
(3.19)

x̂ =
[
ω̂1 θ̂s1 ω̂2 θ̂s2 ω̂3 τ̂L

]T

A =



−D1

J1
− K1

J1R1
0 0 0 0

1
R1

0 −1 0 0 0

0 K1

J2
−D2

J2
− K2

J2R2
0 0

0 0 1
R2

0 −1 0

0 0 0 K2

J3
−D3

J3
− 1

J3

0 0 0 0 Ke 0


B =

[
Kt

J1
0 0 0 0 0

]T
C =

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

]

K =

[
k11 k21 k31 k41 k51 k61

k12 k22 k32 k42 k52 k62

]T

設計した制御系の有効性を検証するため数値シミュレーションおよび実機実験を行う。実

機実験では図 3.4に示すように、産業用ロボットの先端に負荷トルクセンサ (WACOH-TECH

Inc.:WEF-6A200-4-RCD-B)を取り付け、環境反力を直接測定することとする。また、接触対象

となる環境剛性は硬質ラバーブロックを使用する。
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図 3.5: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御時の反力応答の数値シミュレーション結果

図 3.5に従来の 3慣性系モデルに基づく力制御器を用いた反力応答の数値シミュレーション

結果を示す。数値シミュレーションにおいては残留振動なく高性能な反力応答を実現できてい

ることが確認される。しかしながら、図 3.6に示すように実機実験では過渡応答にて振動が発

生している。

図 3.5に示す数値シミュレーション結果では、残留振動なく安定した反力応答を実現できて

いたが、数値シミュレーションに用いた力制御器を実機実験に用いた場合では過渡応答おいて

振動が発生していることが確認される。

次に実機実験における状態オブザーバの三慣性系の状態推定波形および反力推定値を確認す

る。図 3.7と 3.8に示す状態オブザーバの反力応答の推定値と実測値を比較すると推定波形の

立ち上がりにアンダーシュートが生じており、また実測値とは異なる振動ピークが確認される。

また、状態オブザーバにおける各状態量の推定波形を図 3.9–3.11に示す。図 3.9–3.11におい

て (a)は数値シミュレーション結果を示し、(b)は実機実験結果を示す。各状態量の数値シミュ

レーション結果と実機実験結果において、過渡応答の周波数成分が異なりかつ過渡応答のピー

ク値が大きく異なっている。図 3.9–3.11において、姿勢変動等は生じていないためパラメータ

変動は大きく生じない。図 3.9–3.11中での (a)の数値シミュレーションにおいては実応答と推

定波形は一致しており、状態オブザーバの設計は良好である。

しかしながら、(b)の実機実験においてはモータ側速度応答の実応答と推定波形において定
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図 3.6: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御時の反力応答の実機実験結果

常偏差が確認される。これは停止時における静止摩擦の影響であると考えられる。静止摩擦を

含めた環境反力と釣り合うモータトルク指令を入力しているため、状態オブザーバにてモデル

化していない静止摩擦分のモータトルク指令が入力され、その結果状態量として速度応答が一

定出力される結果となっていると思われる。

そのため、図 3.10および 3.11においても同様に静止状態にも関わらず、一定速度の推定波

形が出力されている。また、図 3.12および 3.13に示す各ねじれ角においては数値シミュレー

ションと比べトルク指令入力に対する変位量が異なり、推定波形は数値シミュレーションより

大きく出力される。

これらの結果より、数値シミュレーションと実機実験結果における推定波形が異なる原因と
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図 3.7: 従来の３慣性系モデルに基づく

力制御時の反力応答と推定波形の実験
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図 3.8: 図 3.7の拡大図 2
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図 3.9: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレーションおよび実機実

験時におけるモータ側速度応答と従来の３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの推定波

形 (ω1)



3.2 ３慣性系の力制御における状態フィードバック制御 61

(a) (b)

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

 V
el

o
ci

ty
 [

ra
d
/s

]

Time [s]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Simulation results

Estimated value SOB (Conventional model)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

 V
el

o
ci

ty
 [

ra
d
/s

]

Time [s]

3.4 3.6 3.7 3.8 4.03.93.5

Estimated value  (Conventional model)

図 3.10: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレーションにおける負荷

側中間部速度応答と従来の３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの推定波形 (ω2)
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図 3.11: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレーションにおける負荷

側先端速度応答と従来の３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの推定波形 (ω3)
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図 3.12: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレーションにおける負荷

側中間部ねじれ角応答と従来の３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの推定波形 (θs1)
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図 3.13: 従来の３慣性系モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレーションにおける負荷

側先端部ねじれ角応答と従来の３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの推定波形　 (θs2)
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して、推定速度応答の原因は静止摩擦などの非線形要素が考えられる。加えて、推定負荷側ト

ルク波形を含め推定ねじれ角応答においては、変位量および過渡応答時における振動波形がモ

デル化した数値シミュレーションとは異なる結果となっており、その原因としては環境反力か

らの伝達項を含めた 3慣性系のモデル化誤差、環境剛性のモデル化誤差が考えられる。そのた

め、負荷トルク伝達項が二つ存在する 3慣性系に対し、従来の 3慣性系モデルを用いた場合、

環境反力が伝わる経路が異なるため、環境剛性を考慮した 3慣性系モデルとは異なり、振動抑

制を実現することは難しくなることがいえる。

3.2.2 提案する３慣性系の力制御における状態フィードバック制御

従来の 3慣性系モデルでは、減速機における負荷トルクの伝達項を考慮していないため、実

機実験において状態オブザーバの推定誤差の影響が顕著となり、残留振動が発生する結果と

なった。力制御における振動抑制を実現するため、次に２章にて提示した負荷側トルクの伝達

項が二つ存在する新しい３慣性系モデルについてモデル化を行う。モデル化において物理パラ

メータを導出する際に使用する各共振・反共振周波数を表 3.2に示す。

２章にて導出した定義した負荷側トルク伝達項が二つ存在する三慣性系モデルより、提案す

る３慣性系モデルの状態方程式を式 (3.20)と式 (3.21)に示す。

ẋ = Ax+BLτL (3.20)

y = Cx (3.21)

x =
[
ω1 θs1 ω2 θs2 ω3

]

A =



−D1

J1
− K1

J1R1
0 0 0

1
R1

0 −1 0 0

0 K1

J2
−D2

J2
− K2

J2R2
0

0 0 1
R2

0 −1

0 0 0 −K2

J3
−D3

J3


BL =

[
0 0 − tB

J2
0 − tA

J3

]T
C =

[
1 0 0 0 0

]
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表 3.2: 各トルク入力時におけるモータ側速度応答の共振・反共振周波数

共振周波数 反共振周波数

ωr1 ωr2 ωa1 ωa2

モータトルク入力 11.5 Hz 31.0 Hz 8.0 Hz 21.5 Hz

負荷トルク入力 11.5 Hz 31.0 Hz 19.2 Hz –

式 (3.20)と式 (3.21)に示す状態方程式より、負荷トルク入力に対するモータ側速度応答の伝

達関数は式 (3.22)に示すようになる。

ω1

τL
=

K1
J1J2

tB(s2 + D3

J3
s+ K2

J3
( tA
tB

+ 1))

s5 + a4s4 + a3s3 + a2s2 + a1s+ a0
(3.22)

ここで、新しい反共振周波数を考慮した 3慣性システムのモデル化するにあたり、負荷トル

ク τLに対するモータ側速度応答の伝達関数を式 (3.23)のように定義する。

ω1

τL
=

GL(s
2 + 2ζ1ωLa1s+ ω2

La1)

(s+ α)(s2 + 2ζr1ωr1s+ ω2
r1)(s

2 + 2ζr2ωr2s+ ω2
r2)

(3.23)

式 (3.23)において ωLa1が負荷側トルク τL入力時における反共振周波数を意味する。定義し

た負荷側トルク τL に対するモータ側速度応答の伝達関数式 (3.23)と状態方程式より導出した

負荷側トルク τL に対するモータ側速度応答の伝達関数式 (3.22)の分子多項式を係数比較する

ことにより、負荷側トルク伝達項 tAと tBは次のように導出される。なお、導出にあたり、負

荷側トルクの総量は一定であるとしている。

tA = 1− K2

J3ω2
La1

(3.24)

tB =
K2

J3ω2
La1

(3.25)

式 (3.24)および (3.25)より導出した負荷側トルク伝達項を含めた３慣性系の物理パラメータ

は表 3.3に示すようになる。従来モデルでは外乱トルクは先端部のみに作用していたため、先

端部の伝達項 tAが１となり、tBには作用しないモデルであった。しかしながら提案モデルで
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表 3.3: ３慣性系の物理パラメータ (５軸目波動歯車装置)

共振周波数 ωr1 7.23×101rad/s(1.15×101Hz)

ωr2 1.95×102rad/s(3.10×101Hz)

ωir 8.24×101 rad/s

反共振周波数 ωa1 5.03×101rad/s(0.80×101Hz)

ωa2 1.35×102rad/s(2.15×101Hz)

ωia 5.74×101 rad/s

トルク定数 Ktn 2.63×10−1Nm/A

慣性モーメント J1 1.77×10−5kgm2

J2 0.181kgm2

J3 0.192kgm2

粘性摩擦 D1 0.00Nm/(rad/s)

D2 2.35Nm/(rad/s)

D3 1.57Nm/(rad/s)

ギア比 R1 8.00×101

R2 1.00

負荷側トルク伝達項 tA 7.73×10−1

tB 2.27×10−1

従来の負荷側トルク伝達項 tA 1.00

tB 0.00

は、先端部に加えて、中間部への負荷トルクの作用が生じ、負荷トルクは中間部のねじれトル

ク τs1へ 23%、と先端部のねじれトルク τs2へ 77%に分割される。これにより、中間部のねじ

れトルクへの作用は２割ほど発生しているため無視できる値ではないことが確認される。

次にモデル化した新しい３慣性系モデルに基づく力制御系の検証およびモデルの整合性の検

証を行う。検証には、新しい 3慣性系モデルに基づく力制御系の数値シミュレーションと実機
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図 3.14: 提案する３慣性系モデルに基づく力制御系のブロック線図

実験により行う。

従来の 3慣性系モデルでの検証と同様に３慣性系モデルの状態オブザーバの設計をはじめに

行う。新しい 3慣性系モデルに基づく多入力型状態観測器の状態方程式は次のように表される。
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˙̂x = (A−KC)x̂+BIcmd +K

[
ωm

τL

]
(3.26)

x̂ =
[
ω̂1 θ̂s1 ω̂2 θ̂s2 ω̂3 τ̂L

]T

A =



−D1

J1
− K1

J1R1
0 0 0 0

1
R1

0 −1 0 0 0

0 K1

J2
−D2

J2
− K2

J2R2
0 − tB

J2

0 0 1
R2

0 −1 0

0 0 0 K2

J3
−D3

J3
− tA

J3

0 0 0 0 Ke 0


B =

[
Kt

J1
0 0 0 0 0

]T
C =

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

]

K =

[
k11 k21 k31 k41 k51 k61

k12 k22 k32 k42 k52 k62

]T

ここで、オブザーバゲインは、従来の 3慣性系モデルに基づく状態オブザーバの検証と同様

に、オブザーバ極を 200 rad / sとし設計する。

次に力制御系の設計を行う。力制御系は図 3.14に示すように、状態フィードバックおよび

フィードフォワード系を用いた構成となる。提案する３慣性系モデルの状態方程式の式 (3.20)

と (3.21)より q軸電流指令 (Icmd)から３慣性系のモータ側速度応答 (ωm)を出力とした伝達関

数は、式 (3.27)となる。
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ωm

Icmd

=

∑5
i=0 bω1i

si

s6 +
∑5

i=1 ais
i

(3.27)

a5 =
D1

J1
+

D2

J2
+

D3

J3

a4 =
K1

J1R2
1

+
K2

J2R2
2

+
K2 +KetA

J3
+

K1

J2
+

D1

J1
(
D2

J2
+

D3

J3
) +

D2D3

J2J3

a3 =
K1

J1R2
1

(
D2

J2
+

D3

J3
) +

K2

J2R2
2

(
D1

J1
+

D3

J3
) +

K2 +KetA

J3
(
D1

J1
+

D2

J2
) +

K2KetA

J2J3

+
K1

J2
(
D1

J1
+

D3

J3
) +

D1D2D3

J1J2J3

a2 =
K1

J1R2
1

(
K2

J2R2
2

+
K2 +Ke

J3
+

D2D3

J2J3
) +

K2

J2R2
2

(
D1D3

J1J3
+

Ke

J3
)

+
K2 +KetA

J3
(
K1

J2
+

KetA

J3
(
K1

J1R2
1

+
K2

J2R2
2

) +
K2KetA

J2J3
(
D1

J1
+

D2

J1
) +

D1D2

J1J2
) +

D1D3K1

J1J2J3

a1 =
K1

J1R2
1

(
K2

J2R2
2

D3

J3
+

D2

J2

K2 +KetA

J3
) +

K2

J2R2
2

D1

J1

KetA

J3
+

D1

J1

K1

J2

K2 +KetA

J3

+
K2KetB

J2J3
(
K1

J1R2
1

+
K1

J2
+

D1D2

J1J2
)

a0 =
K1

J1R2
1

K2

J2R2
2

KetA

J3
+

K2

J2

KetB

J3
(
D1

J1

K1

J2
+

K1

J1R2
1

D2

J2
)

bω15 =
Kt

J1

bω14 =
Kt

J1
(
D2

J2
+

D3

J3
)

bω13 =
Kt

J1
(
K2

J2R2
2

+
K2 +KetA

J3
+

K1

J2
+

D2D3

J2J3
)

bω12 =
Kt

J1
(
K2

J2R2
2

D3

J3
+

D2

J2

K2 +KetA

J3
+

K2

J3

KetB

J3
+

K1

J2

D3

J3
)

bω11 =
Kt

J1
(
K2

J2R2
2

KetA

J3
+

K1

J2

K2 +KetA

J3
+

D2

J2

K2

J2

KetB

J3
)

bω10 =
Kt

J1

K1

J2

K2

J2

KetB

J3

また、q軸電流指令 (Icmd)から３慣性系の各状態量を出力とした伝達関数は、式 (3.28)–(3.32)

となる。
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ω2

Icmd

=

∑3
i=0 bω2i

si

s6 +
∑5

i=0 ais
i

(3.28)

bω23 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

bω22 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

D3

J3

bω21 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

K2 +KetA

J3

bω20 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

K2

J2

KetB

J3
ω3

Icmd

=
bω31s

s6 +
∑5

i=0 ais
i

(3.29)

bω31 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

1

R2

K2

J3

θs1
Icmd

=

∑4
i=0 bs1is

i

s6 +
∑5

i=0 ais
i

(3.30)

bs14 =
Kt

J1

1

R1

bs13 =
Kt

J1

1

R1

(
D2

J2
+

D3

J3
)

bs12 =
Kt

J1

1

R1

(
K2

J2R2
2

+
K2 +KetA

J3
+

D2D3

J2J3
)

bs11 =
Kt

J1

1

R1

(
K2

J2R2
2

D3

J3
+

D2

J2

K2 +KetA

J3
+

K2

J2

KetB

J3
)

bs10 =
Kt

J1

1

R1

(
K2

J2R2
2

Ke

J3
+

D2

J2

K2

J2

KetB

J3
)

θs2
Icmd

=

∑2
i=0 bs2is

i

s6 +
∑5

i=0 ais
i

(3.31)

bs22 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

1

R2

bs21 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

1

R2

D3

J3

bs20 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

1

R2

KetA

J3
τL
Icmd

=
bt0

s6 +
∑5

i=0 ais
i

(3.32)

bt0 =
Kt

J1

1

R1

K1

J2

1

R2

K2Ke

J3

導出した３慣性系の各状態量の伝達関数式 (3.27)–(3.32)を用いて、状態フィードバックシステ
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ムの設計を行う。状態フィードバックシステムは式 (3.7)に示す従来の 3慣性系モデルのフィー

ドバック制御系と同様の構成となる。

制御系の設計は極配置法を用いて設計を行い、新しい 3慣性系モデルに基づく力制御系の極

は、安定した反力応答を実現するために、表 3.4に示す極に配置される。同様に従来の 3慣性

系モデルに基づく力制御系の極も同様に表 3.4に示す極に配置される。従来の３慣性系モデル

に基づく力制御系の設計時の制御帯域との比較を表 3.4に示す。各モデルに基づく力制御系の

設計において制御帯域は設計上同等の性能としている。

表 3.4: 従来モデルおよび提案モデルに基づく力制御系の極配置および制御帯域

極 1 極 2-7 制御帯域

従来モデルに基づく力制御系 -50.0 -250.0 6.66 Hz

提案モデルに基づく力制御系 -50.0 -250.0 6.63 Hz

表 3.4に示すように極配置した際の制御系の周波数特性は図 3.15に示すように制御帯域幅が

6.63Hzとなる。

なお、図 3.15においては制御系における状態フィードバックにて状態量を３慣性系の状態

量を直接フィードバックした場合の周波数特性となっている。実際には状態量を直接フィード

バックはできないため、状態オブザーバを用いる必要がある。状態オブザーバの極は実験上安

定に動作する条件上 200 rad/sが限界である。また、力制御系の設計する際の極は表 3.4に示す

ように極 2-7は 250 rad/sとしているため、オブザーバの極と制御系の極の干渉が懸念される。

図 3.16には制御系における状態フィードバックにて極を 200 rad/sとし設計した状態オブザー

バを用いた場合の周波数特性を示す。図 3.15および図 3.16に示す周波数特性において制御帯

域はともに 6.33 Hzとなっているため、状態オブザーバの帯域は影響してこないことが確認さ

れる。

また、従来の 3慣性系モデルと新しい 3慣性系モデルに基づく力制御系の極配置を図 3.17に

示す。赤い印は新しい 3慣性系モデルに基づく力制御系の極を示し、黒い印は従来の 3慣性系

モデルに基づく力制御系の極を示す。従来の 3慣性系モデルに基づく力制御系では、新しい負
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図 3.15: 提案する 3慣性系モデルに基づ

く力制御系 (状態量を直接フィードバッ

クした場合)のボード線図
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図 3.16: 提案する 3慣性系モデルに基づ

く力制御系 (状態オブザーバを用いた場

合)のボード線図

荷側トルク伝達項 tBを考慮しない。そのため表 3.4に示す設計条件にて制御系を設計した際、

図 3.17に示すように制御系の極配置が設計時と異なり、反力応答にて振動が発生してしまう。

次に新しい 3慣性系モデルに基づく力制御系の有用性を数値シミュレーションと実機実験よ

り検証を行う。図 3.18に力制御時の数値シミュレーション結果を示す。図 3.18において、灰線

は力制御時の指令値、黒線は従来の 3慣性系モデルに基づく力制御器を用いた際の反力応答、

赤線は新しい 3慣性系モデルに基づく力制御器を用いた際の反力応答の結果を示す。図 3.18に

示すように、新しい 3慣性系モデルに基づく力制御器を用いることにより、残留振動のない高

性能な反力応答の実現が確認される。よって制御系設計は良好であることが確認される。

次に実験結果を図 3.19に示す。図 3.19に示すように、新しい 3慣性系モデルに基づく力制

御器を用いた際の反力応答は過渡応答における振動を低減できていることが確認される。

また、図 3.19に示す力制御時における提案する３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの推

定波形を従来の３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの推定波形と比較する。状態オブザー

バにおける各状態量の推定波形を図 3.22–3.24に示す。なお図 3.22–3.24において (a)は数値シ

ミュレーション結果を示し、(b)は実機実験結果を示す。

図 3.22–3.24において従来の３慣性系モデルを用いた場合と比べ、過渡応答時のおける振動

振幅の低減およびねじれ角における変位量が数値シミュレーションと同等の値になっているこ
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図 3.17: 提案モデルに対する各力制御系の極配置図

とが確認される。

これらの結果より、提案する３慣性系モデルは産業用ロボット減速機における３慣性系との

整合性が確認され、力制御時における振動抑制対する有用性を確認することができた。
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図 3.18: 負荷側トルク入力伝達項が二つ存在する３慣性系に対する各力制御器を用いた際の

反力応答の数値シミュレーション結果
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図 3.19: 負荷側トルク入力伝達項が二つ存在する３慣性系に対する各力制御器を用いた際の

反力応答の実機実験結果
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図 3.20: 提案する３慣性系モデルに基づ

く力制御時の反力応答と推定波形の実

験結果
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図 3.21: 図 3.20の拡大図 2
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図 3.22: 提案する３慣性系モデルに対する各モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレー

ションおよび実機実験時におけるモータ側速度応答と各３慣性系モデルに基づく状態オブ

ザーバの推定波形 (ω1)
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図 3.23: 提案する３慣性系モデルに対する各モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレー

ションにおける負荷側中間部速度応答と実機実験時における各３慣性系モデルに基づく状

態オブザーバの推定波形 (ω2)
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図 3.24: 提案する３慣性系モデルに対する各モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレー

ションにおける負荷側先端速度応答と実機実験時における各３慣性系モデルに基づく状態

オブザーバの推定波形 (ω3)
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図 3.25: 提案する３慣性系モデルに対する各モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレー

ションにおける負荷側中間部ねじれ角応答と実機実験時における各３慣性系モデルに基づ

く状態オブザーバの推定波形 (θs1)
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図 3.26: 提案する３慣性系モデルに対する各モデルに基づく力制御を用いた際のシミュレー

ションにおける負荷側先端部ねじれ角応答と実機実験時における各３慣性系モデルに基づ

く状態オブザーバの推定波形 (θs2)
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3.3 提案する 3 慣性系モデルに対する速度制御における状態

フィードバック制御

外乱トルクの伝達項が二つ存在する新しい３慣性系に対し、振動抑制について力制御での検

証に加えて、次に速度制御における状態フィードバックの検証を行う。3慣性系に対する状態

フィードバック制御系を含めた PI速度制御系のブロック線図を図 3.27に示す。

aL

tA

tB

Speed controller

 Controller
PI

 Controller
Current

 Observer

State

State feedback wtih observer

図 3.27: ３慣性系モデルに基づく状態フィードバックを用いた PI速度制御系のブロック線図

図 3.27において状態フィードバック系の設計には力制御時と異なり、環境剛性Keが存在し

ないため、q軸電流指令 (Icmd)から３慣性系のモータ側速度応答 (ωm)を出力とした伝達関数

は、式 (3.33)となる。
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また、q軸電流指令 (Icmd)から３慣性系の各状態量を出力とした伝達関数は、式 (3.34)–(3.37)

となる。
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導出した３慣性系の各状態量の伝達関数式 (3.33)–(3.37)を用いて、状態フィードバックシス

テムの設計を行う。状態フィードバックシステムは式 (3.38)に示す構成となる。

Icmd = u− (fω1ω1 + fθs1θs1 + fω2ω2 + fθs2θs2 + fω3ω3) (3.38)

状態フィードバック制御を含む PI速度制御系の伝達関数は式 (3.39)となる。
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ω3
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Kvp(s+
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)bω31
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(3.39)

av5 = a4 + (fω1 +Kvp)bω14

av4 = a3 +Kvibω14 + (fω1 +Kvp)bω13 + fθs1bs13

av3 = a2 +Kvibω13 + (fω1 +Kvp)bω12 + fθs1bs12 + fω2bω22

av2 = a1 +Kvibω12 + (fω1 +Kvp)bω11 + fθs1bs11 + fω2bω21 + fθs2bs21

av1 = a0 +Kvibω11 + (fω1 +Kvp)bω10 + fθs1bs10 + fω2bω20 + fθs2bs20 + fω3bω30

av0 = Kvibω10

図 3.27の制御器のゲイン設計には、式 (3.40)に定義される力制御器の分母多項式 D3(s)を用

いる。

D3(s) =
6∏

i=0

(s+ pi) (3.40)

= s6 + ap5s
5 + ap4s

4 + ap3s
3 + ap2s

2 + ap1s+ ap0 (3.41)

なお、速度制御系の設計の際には制御系の広帯域化を図るため、PI制御器のゲインにて制御

帯域を決め、残りの状態フィードバック系のゲインを極配置にて振動が抑圧されるように設計

する。そのため、限定極配置法を用いて [88, 89]設定極と従属極に制御系の極を分離させる。

速度制御系において、式 (3.40)に示す６つの極のうち１つは従属極となる。

p6 =
Kvibω10

p1p2p3p4p5
(3.42)

また、速度制御系の伝達関数式 (3.39)より、モータ側速度フィードバックゲイン fω1 と Pゲ

イン Kvp は分離することができないため、Pゲイン Kvp は分子多項式より零点 β と Iゲイン

Kviより求める。

Kvp =
Kvi

β
(3.43)

これより、速度制御系の状態フィードバックゲインは式 (3.40)に示す分母多項式 D3(s)に基

づいて、式 (3.44)–(3.48)で表される。
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fω1 =
ap5 − a4
bω14

−Kvp (3.44)

fθs1 =
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bs13
(3.45)
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ap3 − (a2 +Kvibω13 + (fω1 +Kvp)bω12 + fθs1bs12)

bω22

(3.46)
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ap2 − (a1 +Kvibω12 + (fω1 +Kvp)bω11 + fθs1bs11 + fω2bω21)
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(3.47)

fω3 =
ap1 − (a0 +Kvibω11 + (fω1 +Kvp)bω10 + fθs1bs10 + fω2bω20 + fθs2bs20)

bω30

(3.48)

また、図 3.27に示す位置・速度制御系における状態フィードバック系を実現するために 3慣

性系に基づく状態オブザーバを用いる。位置・速度制御系における状態オブザーバの状態方程

式は式 (3.49)のように表される。なお、オブザーバゲインはオブザーバ極が 200 rad/sとなる

ように極配置法により設計される。

˙̂x = (A−KC)x̂+BIcmd +Kωm (3.49)

x̂ =
[
ω̂1 θ̂s1 ω̂2 θ̂s2 ω̂3

]T
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B =

[
Kt

J1
0 0 0 0

]T
C =

[
1 0 0 0 0

]
K =

[
k11 k21 k31 k41 k51

]T
速度制御時において制御対象とする減速機の３慣性系パラメータを表 3.5に示す。表 3.5に

示すパラメータを用いて制御系および状態オブザーバの設計を行う。設計した制御系の有効

性を検証するため数値シミュレーションおよび実機実験を行う。設計した制御系の周波数特性

は図 3.28と図 3.29に示すようになり、共振点を抑圧できていることが確認できる。また、図

3.28と図 3.29におけるカットオフ周波数を表 3.6に示す。
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表 3.5: ３慣性系の物理パラメータ (１軸目遊星歯車装置)

共振周波数 ωr1 1.26×102rad/s(2.00×101Hz)

ωr2 2.10×102rad/s(3.35×101Hz)

ωir 1.32×102 rad/s

反共振周波数 ωa1 6.28×101rad/s(1.00×101Hz)

ωa2 1.45×102rad/s(2.30×101Hz)

ωia 1.06×102 rad/s

トルク定数 Ktn 3.67×10−1Nm/A

慣性モーメント J1 1.69×10−4kgm2

J2 1.60×101kgm2

J3 8.91kgm2

粘性摩擦 D1 0.00Nm/(rad/s)

D2 1.45×102Nm/(rad/s)

D3 3.62×101Nm/(rad/s)

ギア比 R1 1.40×102

R2 1.00

負荷側トルク伝達項 tA 6.09×10−1

tB 3.91×10−1

図 3.28と図 3.29に示す周波数特性を持つ速度制御系の数値シミュレーションを図 3.30およ

び図 3.31に示す。実機実験において、モータ側速度はエンコーダ情報を用いて演算することが

できるが、負荷側速度応答を取得することは難しい。負荷側における応答の振動抑制を確認す

るにはレーザ変位計もしくは加速度センサを用いる必要がある。そのため、実機実験に合わせ

るため、負荷側加速度応答の検証を行う。

図 3.30および図 3.31に示すモータ側速度応答および負荷側加速度応答の波形より残留振動

が顕著に表れておらず、共振モードによる抑圧できていることが確認される。
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表 3.6: 各制御系の制御帯域

駆動側制御帯域 負荷側制御帯域

３慣性系 137.7 Hz 9.70 Hz
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図 3.29: ３慣性系全状態フィードバック

速度制御系における速度指令 ωcmd か

ら先端負荷側速度応答 ω3までのボード

線図

次に実機実験における速度制御時の振動抑制の検証を行う。速度制御時の実験機の外観図を

図 3.32に示す。実験時における負荷側の振動は加速度センサ (PCB Piezotronics 37111B)を用

いて振動検出を行う。実験結果を図 3.33と図 3.34に示す。

図 3.33に示すモータ側速度応答において、指令値に対しオーバシュートは発生しているが、

残留振動なく振動抑制を実現できていることが確認される。図 3.34に示す負荷側加速度応答

においても同様に、残留振動を抑圧できていることが確認され、良好な振動抑制が実現できて

いることが確認される。図 3.33における指令値に対しオーバシュートは、３慣性系をモデル化

した際の粘性摩擦が実験時における粘性摩擦の値と異なったためであると考えられる。
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図 3.32: ３慣性系に基づく速度制御の実験機の外観図
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3.4 まとめ

２章では、産業用ロボットの減速機おいて３慣性系となる場合、外乱トルク入力に対する周

波数特性において、従来の３慣性系モデルでは考慮できない新しい外乱トルク伝達項が存在す

ることを示し、本章にて外乱トルクの伝達項が二つ存在する新しい３慣性系のモデルに基づく

振動抑制として状態フィードバックを用いた検証を行った。

状態フィードバックにおいてプラントシステムの状態量を用いて制御系が安定となるように

設計を行うため、プラントシステムのモデル化は重要となり、提案する３慣性系モデルにおい

て外乱トルク伝達項は先端部 77%、中間部 23%の分割となり、中間部に伝達する外乱トルク成

分は無視できないことが確認される。そのため、力制御時においては、従来の３慣性系モデル

に基づく状態オブザーバの推定値と比べ、提案する３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの

推定値はシミュレーション時の推定波形と類似した波形となり、推定精度向上が確認された。

これにより、状態フィードバックを用いた力制御時に反力応答の振動の抑圧が確認され、３慣

性系の力制御における振動抑制の有効性が確認される。

加えて、速度制御においては数値シミュレーションおよび実機実験においてモータ側速度応

答および負荷側加速度応答において残留振動の抑圧が確認され、３慣性系の速度制御における

振動抑制の有効性が確認される。
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第 4章

共振抑圧外乱オブザーバを用いたロボット

サーボシステムのための振動抑制制御

4.1 はじめに

３章にて外乱トルクの伝達項が二つ存在する新しい３慣性系のモデル化および振動抑制とし

て状態フィードバックを用いた検証を行い、力制御時での状態オブザーバを用いた状態フィー

ドバック系により振動抑制の有用性が確認された。力制御時における状態オブザーバの推定に

ついては提案する３慣性系モデルに基づく状態オブザーバの数値シミュレーションと実機実験

による推定波形が類似した波形となり、従来の３慣性系モデルに基づく状態オブザーバより推

定精度の向上が確認された。これにより、産業用ロボットの減速機における振動モデルおよび

外乱トルク伝達項のモデル化の整合性も同時に確認されたことになる。加えて、速度制御にお

いては数値シミュレーションおよび実機実験においてモータ側速度応答および負荷側加速度応

答において残留振動の抑圧が確認され、３慣性系の速度制御における振動抑制の有効性が確認

された。

しかしながら、３慣性系のモデリングにおいてパラメータの整合性を一致させることは難し

く容易ではない。加えて、減速機においては従来の３慣性系モデルとは異なり、新しい外乱ト

ルク伝達項が存在するため、３慣性系のモデリングは難しくなる。
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加えて、従来の産業用ロボットの制御系は関節軸を２慣性系としてモデル化し、２慣性系モ

デルに基づく振動抑制が検討されてきた [11–18, 23, 24, 81]。２慣性系モデルに基づく振動抑制

のうち状態フィードバックは良く用いられる手法であり、振動抑制を考慮した設計となる。こ

れにより、２慣性系モデルに基づく制御系を用いることにより、対象とする共振モードにに対

し振動抑制を実現することが可能となる。

しかしながら、産業用ロボットの減速機が第一共振・反共振周波数に加えて第二共振・反共

振周波数が顕著となる３慣性系の特性の場合、２慣性系モデルでは、一組の共振・反共振周波

数のみ考慮したモデルおよび制御系となるため、制御系を広帯域化した際に考慮していない共

振・反共振周波数の影響により残留振動が発生する。位置・速度制御系を２慣性系モデルに基

づいて設計した際、考慮していない共振周波数を抑圧するには振動抑制を備えた新しい制御器

が必要となる。

そのため本章では、産業用ロボットの位置・速度制御系に加えて、内側の制御器である電流

制御系に着目し、振動抑制を備えた電流制御器を設計する。本章での位置・速度制御系は第一

共振・反共振周波数に基づく２慣性系モデルにより設計を行う。電流制御系は、dq座標での設

計を行い、モータの逆起電力を利用した振動抑制を備えた設計を行い、３慣性系に対する振動

抑制の有用性を示す。

4.2 ３慣性系に対する２慣性系モデルに基づく速度制御系の制

振性能

３章の速度制御時と同様に産業用ロボットの旋回軸を制御対象とし２慣性系をモデル化す

る。表 3.5より、第一共振周波数 ωr1、反共振周波数 ωa1を用いて２慣性系のモデル化を行う。

２慣性系モデルにおける共振周波数 ωr、反共振周波数 ωaは式 (4.1)および式 (4.2)となる。

ωr =

√
Ks

JMR2
G

+
Ks

JL
(4.1)

ωa =

√
Ks

JL
(4.2)
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式 (4.1)および式 (4.2)より２慣性系の物理パラメータは式 (4.3)–(4.5)となる。

JM = Jall
1

R2
G

ω2
a

ω2
r

(4.3)

Ks =
ω2
r − ω2

a

ω2
a

JMR2
G (4.4)

JL = (ω2
r − ω2

a)JMR2
G (4.5)

式 (4.3)–(4.5)において、Jall は負荷側からみた全慣性モーメントを示す。

式 (4.3)–(4.5)より導出した２慣性系の状態方程式は式 (4.6)および (4.7)となる。

ẋ′ = A2x
′ +B2i

ref
q (4.6)

y′ = Cpx
′ (4.7)

x′ =
[
ωm θs ωL

]T
A2 =


−DM

JM
− Ks

JMRG
0

1
RG

0 −1

0 Ks

JL
−DL

JL


B2 =

[
Kt

JM
0 0

]T
, C2 =

[
1 0 0

]
モデル化した２慣性系の状態方程式式 (4.6)および式 (4.7)より２慣性系の電流指令からモー

タ側速度応答までの伝達関数は式 (4.8)となる。

ωM

Iq
=

b2s
2 + b1s+ b0

s3 + a2s2 + a1s+ a0
(4.8)

よってモータトルク指令 (Kti
ref
q )入力に対するモータ側速度応答までの周波数特性は図 4.1

に示すようになる。

図 4.1より制御対象となる３慣性系の周波数特性での第一共振・反共振周波数と一致する２

慣性系モデルとなっていることが確認される。

図 4.1に示す２慣性系モデルに基づき、速度制御系の設計を行う。設計する速度制御系のブ

ロック線図を図 4.2に示す。

図 4.2において、速度制御系における PI制御器に状態フィードバック系を加えた構成は式

(4.9)となる。
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図 4.1: モータ側トルク指令Kti
ref
q 入力に対するモータ側速度応答までの周波数特性

irefq = (
Kvps+Kvi

s
)(ωcmd − ωm)− Fx′ (4.9)

F =
[
fωm fθs fωL

]
２慣性系の電流指令からモータ側速度応答までの伝達関数である式 (4.8)を用いて速度制御

系の伝達関数を導出すると次のようになる。

ωM

ωref
M

=
bv3s

3 + bv2s
2 + bv1s+ bv0

s4 + av3s3 + av2s2 + av1s+ av0
(4.10)

av3 = a2 + (fωM
+Kvp)b2

av2 = a1 + (fωM
+Kvp)b1 +Kvib2 + fθSbs1

av1 = a0 + (fωM
+Kvp)b0 +Kvib1 + fθSbs0 + fωL

bL0

av0 = Kvib0

なお、速度制御系の設計の際には制御系の広帯域化を図るため、３慣性系の状態フィードバッ

ク設計時と同様に PI制御器のゲインにて制御帯域を決め、残りの状態フィードバック系のゲイ
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図 4.2: 従来の電流制御系を内包する 2慣性系に基づく速度制御系のブロック線図

ンを極配置にて振動が抑圧されるように設計する。そのため、限定極配置法を用いて [88, 89]

設定極と従属極に制御系の極を分離させる。速度制御系の伝達関数は４次であり、極は４つ存

在する。それに対し PIゲインは固定値とするため、設計者が指定できる極は三つ (α2α3α4)、

従属して定まる極が一つ (α1)となる。極配置による状態フィードバックゲインは次のように求

まる。

α1 =
Kvib0
α2α3α4

(4.11)

(s+ α1)(s+ α2)(s+ α3)(s+ α4) = s4 + Pole3s
3 + Pole2s

2 + Pole1s+ Pole0 (4.12)

fωM
=

1

b2
(Pole3 − a2)−Kvp (4.13)

fθS =
1

bs1
(Pole2 − (a1 + (fωM

+Kvp)b1 +Kvib2)) (4.14)

fωL
=

1

bL0
(Pole1 − (a0 + (fωM

+Kvp)b0 +Kvib1 + fθSbs0)) (4.15)

次に電流制御について設計を行う。一般的に用いられる電流制御器は制御のしやすさから２

相直流座標である dq座標での制御器が用いられる。そのため、図 4.2に示す位置制御系にお
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いて、電流制御系は dq座標における PI制御器に加えて非干渉化制御器を用いる構成となって

いる。dq座標にて非干渉化することにより、dq座標をそれぞれ独立して制御することが可能

となる。

電流制御系の設計は極零相殺を用いた手法を用いる。q軸電流応答は式 (4.16)と表され、式

(4.16)を変形し、まとめると式 (4.17)とすることができ、モータパラメータ (Lと R)と PI制

御器のゲイン (KcpとKci)のそれぞれの比を同じにすることで式 (4.18)のようにすることがで

きる。

iresq =
1

Ls+R
(Kcp +

Kci

s
)(irefq − iresq ) (4.16)

=
Kcp

L

s

(s+ Kci

Kcp
)

(s+ R
L
)
(irefq − iresq ) (4.17)

=
Kcp

L

s
(irefq − iresq ) (4.18)

式 (4.18)を用いて電流制御系の閉ループを求めると式 (4.19)となり、式 (4.20)のように一次

系の伝達関数とみなすことができる。

iresq

irefq

=
Kcp

L

s+ Kcp

L

(4.19)

=
ωc

s+ ωc

(4.20)

よって、式 (4.18)での極零相殺の条件および、式 (4.19)と式 (4.20)より電流制御器の PIゲ

インは式 (4.21)および (4.22)より求められる。なお、式 (4.21)および (4.22)において ωc は電

流制御系の制御帯域を示す。

Kcp = ωcL (4.21)

Kci = ωcR (4.22)
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図 4.3: 非干渉化制御を用いた従来の PI電流制御系の周波数特性

表 4.1: モータパラメータ

q軸電機子巻き線抵抗 Rq 7.05×10−1Ω

q軸インダクタンス Lq 2.79×10−3mH

誘起電圧定数 Φfa 9.18×10−2V/(rad/s)

極対数 p 4

電流制御系の帯域は 2.0 kHzとし、表 4.1に示すパラメータを用いて設計および解析を行う。

設計した電流制御系の周波数特性を図 4.3に示す。図 4.3よりカットオフ周波数は 2.0 kHzを

示しており、設計した帯域通りになっていることが確認される。

次に２慣性系モデルに基づき設計した制御系を用いて、３慣性系に対する残留振動の発生を

確認する。速度制御の検証を行う際の実験機の外観図を図 4.4に示す。図 4.4において、加速

度センサ (PCB Piezotronics 37111B)は速度制御時における負荷側先端での振動検出に用いる。

３章で示した提案する３慣性系モデルに基づく状態フィードバックシステムを用いた PI速

度制御系と同等の制御帯域となるように図 4.5と図 4.6に示す２慣性系モデルに基づく制御系

を設計する。
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図 4.4: 従来の 2慣性系に基づく速度制御の実験機の外観図
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度応答 ω1出力における周波数特性



4.2 ３慣性系に対する２慣性系モデルに基づく速度制御系の制振性能 97

-20

-10

0

10

20
 G

ai
n
 [

d
B

]

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

Frequency [Hz]

-540
-360
-180

0
180

 P
h
as

e 
[d

eg
.]

Conventional system

10.0 Hz
-3.0 dB

図 4.6: 従来の２慣性系に基づく速度制御における速度指令 ωcmd 入力に対する負荷側先端

速度応答 ω3出力における周波数特性

0

40

80

120

160

V
el

o
ci

ty
 [

ra
d
/s

]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Time [s]

-160

-80

0

80

160

V
el

o
ci

ty
 [

ra
d
/s

]

1.0 1.2 1.4 2.0
Time [s]

1.6 1.8

Reference Conventional system

2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

-40

0

40

80

V
el

o
ci

ty
 [

ra
d
/s

]

Time [s]

図 4.7: 従来の２慣性系に基づく速度制

御時のモータ側速度応答の実機実験結果

1.0 1.2 1.4 2.0
Time [s]

-40

-20

0

20

40

60

 A
cc

el
er

at
io

n
 [

m
/s

!]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Time [s]

 A
cc

el
er

at
io

n
 [

m
/s

!]

1.6 1.8

2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
-60

-40

-20

0

20

40

Time [s]

 A
cc

el
er

at
io

n
 [

m
/s

!]

Conventional system

-60

0

60

-40
-20

20
40

図 4.8: 従来の２慣性系に基づく速度制

御時の負荷側先端加速度応答の実機実

験結果
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図 4.5と図 4.6に示す制御系を持ちいた際のモータ側速度応答と負荷側加速度応答を図 4.7と

図 4.8に示す。図 4.5と図 4.6に示す周波数特性のように共振ピークが低く、残留振動がなく安

定した動作となっていることが確認される。

図 4.7と図 4.8に示す２慣性系モデルに基づく制御系と３章にて示した３慣性系モデルに基

づく制御系を用いた場合のモータ側速度応答と負荷側加速度応答の比較した図を図 4.9と図

4.10に示す。
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図 4.9: ３慣性系モデルに基づく制御系と従来の２慣性系に基づく速度制御時のモータ側速

度応答の実機実験結果の比較図

図 4.9と図 4.10より３慣性系モデルに基づく制御系と比べ、黒線の２慣性系モデルに基づく

制御系は残留振動が多少あるように見える。しかしながら、顕著となる振動としては表れてい

ないため、図 4.5と図 4.6に示す制御帯域においては３慣性系に対し２慣性系モデルに基づく
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図 4.10: ３慣性系モデルに基づく制御系と従来の２慣性系に基づく速度制御時の負荷側先端

加速度応答の実機実験結果の比較図

従来の制御系を用いた場合においても振動抑圧は実現できることが確認される。

しかしながら、産業用ロボットには高速・高精度な応答が求められる。３章における３慣性

系に基づく制御系では、表 3.6に示す制御帯域が安定限界である。それに対し、２慣性系モデ

ルに基づく制御系は更に広帯域化することができる。

広帯域化を図った２慣性系の制御系の周波数特性を図 4.11に速度制御系のモータ側速度応

答出力時のボード線図、図 4.12に速度制御系の負荷側速度応答出力時のボード線図を示す。図

4.11に示すように、モータ側速度応答を出力とした周波数特性では、カットオフ周波数を 210

Hzとし、一般的な産業用ロボットに用いられるサーボシステムと同等の性能を有するように
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図 4.11: 広帯域化した従来の２慣性系に基づく速度制御における速度指令 ωcmd 入力に対す

るモータ側速度応答 ω1出力における周波数特性
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図 4.12: 広帯域化した従来の２慣性系に基づく速度制御における速度指令 ωcmd 入力に対す

る負荷側先端速度応答 ω3出力における周波数特性

設計を行う。この時の負荷側速度応答出力とした図 4.12に示す周波数特性では 24.5 Hzの共振

点が発生し、カットオフ周波数は 28.6 Hzとなる。３慣性系に基づく制御系の２倍以上の広帯

域化を実現している。

速度制御時の実験結果として図 4.13にモータ側速度応答、図 4.14に負荷側先端加速度応答

を示す。図 4.14に示す負荷側先端加速度応答の振動成分を解析した結果を図 4.15に示す。図
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図 4.13: 広帯域化した際の従来の２慣性系に基づく速度制御時のモータ側速度応答の実機実験結果

4.15より振動成分は 26.8 Hzとなり、図 4.12に示す負荷側速度応答を出力とした周波数特性と

ほぼ一致することが確認される。これにより、２慣性系モデルに基づき設計した速度制御系を

３慣性系に対し用いた際、制御系の広帯域化により二次共振周波数の影響が顕著となり、残留

振動が発生し振動抑制は不十分であることが確認される。
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図 4.14: 広帯域化した際の従来の２慣性系に基づく速度制御時の負荷側先端加速度応答の実機実験結果
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図 4.15: 図 4.14の負荷側先端加速度応答の周波数解析結果
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4.3 共振抑制電流制御系によるダンピング制御

３慣性系に対し、２慣性系モデルに基づき設計した位置・速度制御系を用いた場合、二次共

振周波数の影響より残留振動が発生するため、振動抑制は不十分であることが確認された。２

慣性系モデルは３慣性系における第一共振周波数に着目しており、設計される制御系は第一共

振周波数のみの抑圧となる。そのため、３慣性系における第二共振周波数の影響を抑圧するこ

とが難しく、残留振動を発生させてしまう。

この第二共振周波数について提案する電流制御系にて抑圧する手法を提案する。従来の産

業用のモータの制御には、制御の観点から二相直流座標 dq軸での電流制御が用いられる。図

4.16に示すように従来の dq軸での電流制御において、dq軸間での干渉項およびモータの回転

速度に応じた逆起電力を考慮した非干渉化制御が用いられ、q軸電流応答をロバストに制御し、

電流制御における振動抑制を実現する。

q軸の電気的モデルにおける電流応答を式 (4.23)に示す。

iresq =
1

Lqs+Rq

(vrefq − ϕfapωM) (4.23)

式 (4.23)において、ϕfapωM の項がモータの回転速度に応じた逆起電力による電圧外乱とな

る。この電圧外乱に対し、制御系にてエンコーダより取得・演算したモータ側速度応答を用い

て、逆起電力分の補償電圧をフィードフォワードで補償を行う。この方式が非干渉化制御にて

行われる逆起電力分の電圧補償となり、式 (4.24)に示すように q軸電圧指令には電圧補償値が

含まれる。

vrefq = (
1

s
Kci +Kcp)(i

ref
q − iresq ) + ϕfanpωM (4.24)

式 (4.24)に示す逆起電力分の補償電圧を含む q軸電圧指令を用いることにより、q軸電流指

令に対する電流応答の伝達関数は式 (4.25)に示すようになる。

iresq

irefq

=

Kcp

Lq
(s+ Kci

Kcp
)

s2 + Rq+Kcp

Lq
s+ Kci

Lq

(4.25)
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式 (4.25)に示す伝達関数について、図 4.16に示す電流制御における電流指令から電流応答

までの周波数特性を図 4.17に示す。図 4.17に示す電流制御の周波数特性では、制御帯域を 2.0

kHzとした設計がされ直流を含む低周波帯域から制御帯域までゲイン特性においてフラットな

特性を示しており、電流制御において共振周波数なく安定した特性を示していることがわかる。

q q

Three-inertia 
system

Plant system including motor parameterCurrent contoller

図 4.16: 非干渉化制御を用いた PI電流制御系のブロック線図
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図 4.17: 図 4.16に示す非干渉化制御を用いた PI電流制御の q軸電流制御系のボード線図

しかしながら従来の電流制御では、電流制御の高性能化と引き換えに、プラントシステムの

機械的共振周波数の振動を誘発しているとも考えられる。これは、モータの速度応答に応じた

逆起電力によりダンピングとして機能する干渉項を非干渉化制御により相殺しているためであ

る。モータの逆起電力はモータの電気角速度に応じて、モータのトルクに起因する q軸電圧指

令にダンピングとして機能する。従来の電流制御では、図 4.16に示すように非干渉化制御にて

モータの速度応答より逆起電力分の電圧演算およびフィードフォワード制御用いて q軸電圧指
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令に印加し相殺している。このモータの速度応答には機械的共振周波数が含まれるため、モー

タ速度応答に応じてダンピングとして機能する逆起電力を用いた共振周波数の十分な抑圧を実

現する構造について検討を行う。

4.3.1 共振抑圧へ向けた電流制御系の解析

モータ速度応答に応じてダンピングとして機能する逆起電力を用いた共振周波数の十分な抑

圧を実現する構造について検討を行うため、初めに図 4.18に示すように q軸だけ非干渉化制

御を行わない場合について検証を行う。

Three-inertia 
system

Plant system including motor parameterCurrent contoller

q q

図 4.18: PIのみ電流制御系のブロック線図

図 4.18に示す電流制御系の特性について解析を行う。図 4.18におけるプラントシステムで

ある３慣性系の q軸電流応答からモータ側速度応答までの特性を式 (4.26)とする。

ωM =
num(s)

den(s)
iresq (4.26)

プラントシステムの特性式 (4.26)より、モータの逆起電力にプラントシステムの特性を含め

ることにより、q軸の電気的モデルにおける電流応答を式 (4.27)と表すことができる。

iresq =
1

Lqs+Rq

(vrefq − ϕfapωM)

=
1

Lqs+Rq

(vrefq − ϕfap
num(s)

den(s)
iresq ) (4.27)

式 (4.27)および図 4.18に示す PI電流制御より q軸だけ非干渉化制御を行わない場合の q軸
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電流指令に対する電流応答の伝達関数は式 (4.28)に示すようになる。

iresq

irefq

=

Kcp

Lq
(s+ Kci

Kcp
)

s2 + Rq+Kcp

Lq
s+ Kci

Lq
+ 1

Lq
ϕfap

num(s)
den(s)

s
(4.28)

式 (4.28)に示すように、q軸だけ非干渉化制御を行わない場合の q軸電流指令に対する電流

応答の特性にはプラントシステムの要素が含まれる。そのため、PI電流制御系を非干渉化制御

時と同様に制御帯域を 2.0 kHzとし設計した場合、q軸だけ非干渉化制御を行わない場合の q

軸電流指令に対する電流応答の周波数特性は図 4.19に示すようになる。

-50

-40

-30

-20

-10

0
10

 G
ai

n
 [

d
B

]

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

Frequency [Hz]

-180

-90

0

90

180

 P
h

as
e 

[d
eg

.] PI

10
1 2

10
-50
-40

-30
-20

-10

 G
ai

n
 [

d
B

]

Frequency [Hz]

10
0

Not enough suppress vibration

図 4.19: 図 4.18に示す PIのみの電流制御の q軸電流制御系のボード線図

図 4.19に示すように、逆起電力分の補償をなくすことによりプラントシステムの要素が電

流制御系に含まれ、共振周波数の箇所にてゲイン特性の低下が確認される。これにより、機械

的共振周波数の抑圧が見込まれる。

しかしながら、制御的観点でみるとプラントシステムのモータの逆起電力によるダンピング

機能をそのまま用いているだけとなり、制御的自由度がなく、制御目標に応じたダンピング効

果を最適化することは難しい。

加えて、図 4.18に示す電流制御系は１自由度制御系の構造であり、制御帯域を広帯域化する

ことにより、電流制御系における外乱抑圧応答が向上する。よって、電流制御系の制御帯域を

広帯域化により PI制御器が非干渉化制御と同様な働きを持ち、ダンピング機能として利用す
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るモータの逆起電力を打ち消してしまう構造的問題も生じてしまう。

電流制御系を２自由度制御系の構造とし、制御目標に応じたダンピング効果の最適化を図る

ため、図 4.20に示すように電流制御系の構造を大きく変更する。図 4.20に示すように電流制

御系は P制御に加え電圧外乱オブザーバ (VDOB)を用いた構造とする。VDOBを用いることに

より、デッドタイムや空間高調波による電圧外乱を補償することができる [90–93]。また、図

4.20において電圧外乱値 (v̂dis)の計算に用いられる電機子巻き線抵抗を Rqn = 0となるように

制御対象をノミナル化することができ、P制御を用いた場合においても定常偏差なく、電流指

令に対し電流応答を追従させることが可能となる。

Three-inertia 
system

Plant system including motor parameter

Current contoller

q q

L(s)

図 4.20: 電圧外乱オブザーバ (VDOB)を用いた P電流制御系のブロック線図

VDOBと P制御を用いた際の q軸電圧指令値は式 (4.29)となる。

vrefq =
Kcp

1− L(s)
(irefq − iresq )− L(s)

1− L(s)
(Lqns+Rqn)i

res
q (4.29)

式 (4.29)に示す q軸電圧指令を用いることにより、VDOBと P制御を用いた際の q軸電流指

令に対する電流応答の伝達関数は式 (4.30)に示すようになる。

iresq

irefq

=

Kcp

Lq

(1− L(s))(s+ Rqn

Lqn
) + L(s)(Lqn

Lq
s+ Rqn

Lq
) + Kcp

Lq
+ (1− L(s)) 1

Lq
ϕfap

num(s)
den(s)

s
(4.30)

VDOBのローパスフィルタ L(s)は一次系としているため、次のように定義される。
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L(s) =
ωgdv

s+ ωgdv

(4.31)

これにより、式 (4.30)に示す伝達関数は式 (4.32)となり、整理すると式 (4.33)となる。

iresq

irefq

=

Kcp

Lq

s
s+ωgdv

(s+ Rqn

Lqn
) +

ωgdv

s+ωgdv
(Lqn

Lq
s+ Rqn

Lq
) + Kcp

Lq
+ s

s+ωgdv

1
Lq
ϕfap

num(s)
den(s)

s
(4.32)

=

Kcp

Lq
(s+ ωgdv)

s2 +
Rq+Kcp+Lqnωgdv

Lq
s+ Rq+Kcp

Lq
ωgdv +

1
Lq
ϕfap

num(s)
den(s)

s
(4.33)

伝達関数式 (4.33)において、プラントシステムの伝達関数の分子 (num(s))および分母 (den(s))

について展開した場合の伝達関数は式 (4.34)となる。

iresq

irefq

=

∑6
i=0 bcis

i

s7 +
∑6

i=0 acis
i

(4.34)

bc0 =
Kp

Lq

a0ωgdv, ac0 =
Kp +Rqn

Lq

a0ωgdv

なお、伝達関数式 (4.34)においてプラントシステムの伝達関数は次に示す３慣性系の伝達関数

を使用している。

ω1

iresq

=
b4s

4 + b3s
3 + b2s

2 + b1s+ b0
s5 + a4s4 + a3s3 + a2s2 + a1s+ a0

(4.35)

伝達関数式 (4.34)における分子の０次項 bc0 と分母の０次項 ac0 において、電機子巻き線抵

抗を Rqn = 0とすることにより bc0 = ac0 となり、最終値の定理より式 (4.36)に示すようにス

テップ状の q軸電流指令に対し、電流応答は定常偏差なく追従することが確認される。

lim
s→∞

s
iresq

irefq

1

s
= 1.0 (4.36)

しかしながら、電流制御においてモータの逆起電力は外乱とされるため、VDOBが機械的な

共振周波数成分を含む電圧外乱を補償し、ダンピング効果が低減してしまう。そのため図 4.21

に示すように、逆起電力がダンピングとして機能するはずであるプラントシステムにおける共

振周波数の箇所のゲイン特性にて、図 4.19に示す PIのみの電流制御の q軸電流制御系のボー

ド線図と比べ、抑圧効果が低減していることが確認される。



4.3 共振抑制電流制御系によるダンピング制御 109

-50

-40

-30

-20

-10

0
10

 G
ai

n
 [

d
B

]

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

Frequency [Hz]

-180

-90

0

90

180

 P
h
as

e 
[d

eg
.] P + VDOB

10
1 2

10
-50
-40

-30
-20

-10
 G

ai
n
 [

d
B

]

Frequency [Hz]

10
0

Not enough suppress vibration

図 4.21: 図 4.20に示す電圧外乱オブザーバ (VDOB)を用いた P電流制御の q軸電流制御系

のボード線図

電圧外乱オブザーバを用いた構成により、２自由度制御系の構造となり、制御目標に応じた

ダンピング効果の最適化を試みたが、電流制御においてモータの逆起電力は外乱とされるため、

VDOBが電圧外乱を補償してしまい、期待したダンピング効果が得られない結果となった。

4.3.2 共振抑圧外乱オブザーバ

電圧外乱オブザーバ (VDOB)を用いた２自由度制御構造だけでは、電流制御に対しモータの

逆起電力は電圧外乱として補償されてしまうため、ダンピング効果が得られない。そのため、

VDOBを用いた構造に対し、共振周波数成分のみはダンピングとして機能するハイブリッド型

の共振抑圧外乱オブザーバを用いる。

ハイブリッド型の外乱オブザーバ [94]とは外乱オブザーバのローパスフィルタ (LPF)により

推定外乱の位相シフトや振幅の低減により、補償に必要な推定値が得られない場合に用いら

れる。

図 4.22に、共振抑圧外乱オブザーバを用いた提案する電流制御系とプラントシステムのブ
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Three-inertia 
system

Plant system including motor parameter

Current contoller

q q

L(s)

nH(s)

図 4.22: 共振抑圧外乱オブザーバを用いた P電流制御系のブロック線図

ロック図を示す。共振抑圧外乱オブザーバにおいて、BPFを用いることにより VDOBにて推

定される電圧外乱に含まれる逆起電力の第二共振周波数成分のみを抽出し、逆起電力による共

振周波数成分に関連するダンピング効果の向上を図る。

共振抑圧外乱オブザーバを用いた際、電圧外乱 vdisは式 (4.37)を用いて推定される。

v̂dis = L(s)
{
vrefq − (Lqns+Rqn)i

res
q −H(s)ϕfanpω1

}
(4.37)

式 (4.37)において、L(s)と H(s)は、それぞれ次のように LPFとバンドパスフィルタ (BPF)と

定義する。

H(s) =

ωo

Q
s

s2 + ωo

Q
s+ ω2

o

(4.38)

L(s) =
ωgdv

s+ ωgdv

(4.39)

BPFは VDOBにて推定される逆起電力におけるプラントシステムの第二共振周波数成分の

みを抽出するように設定する必要がある。しかしながら、産業用ロボットの関節軸の共振周波

数は、ロボットの先端負荷や姿勢などにより共振周波数が変動する。そのため、逆起電力によ

る共振周波数のダンピング効果を最適化するために共振周波数の変動を考慮する必要がある。

図 4.22における q軸電流応答 (iresq )は式 (4.40)として表される。

iresq =
1

Lqs+Rq

(Kcp(i
ref
q − iresq ) + v̂dis − vdis) (4.40)
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図 4.23: 共振抑圧外乱オブザーバにおける各フィルタの周波数特性

提案する電流制御系の伝達関数は、q軸電流応答 (iresq )の式 (4.40)を用いて式 (4.41)のよう

に表される。

iresq

irefq

=

∑8
i=0 bcis

i

s9 +
∑8

i=0 acis
i

(4.41)

bc0 =
Kcp

Lq

a0ωgdvω
2
o , ac0 =

Kcp +Rqn

Lq

a0ωgdvω
2
o

式 (4.41)においてVDOBを用いた P型電流制御と同様に、最終値の定理より、電機子巻き線

抵抗の公称値 Rqn = 0の場合、iresq の最終値は 1となり定常偏差はゼロとなる。そのため、Rqn

の公称値をゼロとする。

lim
s→∞

s
iresq

irefq

1

s
= 1.0 (4.42)

提案する電流制御において、共振周波数の変動を考慮し、図 4.23に示すように BPFの帯域

は第二共振周波数 (30–50z)付近に設定する。なお、LPFのカットオフ周波数は同様に図 4.23

に示すように第二共振周波数より広い帯域とし 300Hzとしている。

図 4.23に示すフィルタに設定した際の共振抑圧外乱オブザーバを用いた電流制御系の周波

数特性を図 4.24と図 4.25に示す。図 4.24には、非干渉化制御を用いた電流制御系と誘起電圧
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図 4.25: 共振抑圧外乱オブザーバを用いた際の電流制御系の周波数特性 (ϕfan = ϕfa × 6から 10)

定数をノミナル値とした場合から５倍とした場合の周波数特性を、図 4.25には、非干渉化制

御を用いた電流制御系と誘起電圧定数を６倍から１０倍とした場合の周波数特性を示す。

図 4.24と図 4.25より共に、従来の電流制御系と同様に制御帯域は 2.0 kHzとなっているこ

とが確認でき、目標値に対する制御性能は問題がないことがわかる。また、誘起電圧定数をノ

ミナル値とした場合、第二共振周波数付近に対するダンピング機能が働き、周波数特性のゲイ
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図 4.27: 共振抑圧外乱オブザーバを用いた際の３慣性系の周波数特性 (ϕfan = ϕfa × 6から 10)

ン特性の低下が確認される。これにより、逆起電力によるダンピング効果が期待され、誘起電

圧定数をノミナル値の２倍・３倍と大きくすることにより、ダンピング効果が向上しているこ

とが確認される。なお、図 4.24に示すように誘起電圧定数をノミナル値の５倍まで変化させ

ることにより、ノミナル値とした場合と比べダンピング効果が向上していることが確認される

が、図 4.25に示すように誘起電圧定数をノミナル値の６倍以上とした場合では、ダンピング

効果の向上には変化は見られず、新たな共振点の誘発が懸念されるのが確認される。
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図 4.28: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 1.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果
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(ϕfan = ϕfa × 2.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果
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図 4.30: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 3.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果

-40
-20
0
20
40
60
80

 G
ai

n
 [

d
B

]

10
0

10
1

10
2

Frequency [Hz]

-180

-90

0

90

180

 P
h

as
e 

[d
eg

.]

PI非干渉化制御
提案電流制御 4.0

図 4.31: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 4.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果

図 4.24と図 4.25に示す周波数特性を有する電流制御系を用いた際の３慣性系モデルにおけ

る q軸電流指令からモータ側速度応答までの周波数特性を図 4.26と図 4.27に示す。図 4.26に

は、非干渉化制御を用いた電流制御系と誘起電圧定数をノミナル値とした場合から５倍とした

場合の３慣性系モデルの周波数特性を、図 4.27には、非干渉化制御を用いた電流制御系と誘

起電圧定数を６倍から１０倍とした場合の３慣性系モデルの周波数特性を示す。
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図 4.33: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 6.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果
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図 4.34: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 7.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果
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図 4.35: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 8.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果

電流制御系の周波数特性と同様に、誘起電圧定数をノミナル値の２倍・３倍と大きくするこ

とにより、３慣性系モデルの第二共振周波数が抑圧されていることから、ダンピング効果が向

上していることが確認される。なお、図 4.26に示すように誘起電圧定数をノミナル値の５倍ま

で変化させることにより、ノミナル値とした場合と比べダンピング効果が向上していることが

確認されるが、図 4.27に示すように誘起電圧定数をノミナル値の６倍以上とした場合では、ダ
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図 4.36: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 9.0) を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果
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図 4.37: 共振抑圧外乱オブザーバ

(ϕfan = ϕfa × 10.0)を用いた際の３慣

性系の周波数特性の実験結果

表 4.2: 従来および提案電流制御系のゲインおよび設定パラメータ

従来の電流制御系 提案する電流制御系 m

電流制御 Pゲイン 1.97×101 1.95×101

電流制御 Iゲイン 5.04×103 –

VDOBの帯域 – 3.00×102 Hz

BPFの中心周波数 – 3.14×102 rad/s

Q値 – 6.67×10−1

電流制御系の帯域 2.00 kHz 2.00 kHz

ンピング効果の向上には変化は見られず、新たな共振点の誘発が懸念されるのが確認される。

次に実機実験での検証を行う。図 4.28から図 4.37に非干渉化制御を用いた電流制御系と共

振抑圧外乱オブザーバを用いた提案する電流制御を用いた際のロボットの関節軸の周波数特性

の測定結果を示す。

図 4.28に示す誘起電圧定数をノミナル値とした場合、非干渉化制御を用いた場合と比べ、第

二共振周波数の振幅の低減を確認できる。しかしながら、共振周波数の抑圧の結果としては、
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図 4.38: 非干渉化制御を用いた従来の電流制御系と誘起電圧定数をノミナル値の５倍とした

共振抑圧外乱オブザーバを用いた提案電流制御系の周波数特性

第二共振周波数の方が第一共振周波数の利得と比べ支配的である。そのため、誘起電圧定数を

ノミナル値に対し定数倍し、更なる共振周波数の抑圧が必要となる。図 4.29に誘起電圧定数

をノミナル値の２倍とした際の周波数特性の測定結果を示す。誘起電圧定数をノミナル値の２

倍とすることにより、図 4.28に示す誘起電圧定数をノミナル値とした場合と比べ、第二共振周

波数の抑圧の効果が向上していることが確認できる。しかしながら、誘起電圧定数をノミナル

値の２倍とした場合においても第二共振周波数の方が第一共振周波数の利得と比べ支配的であ

る。よって、誘起電圧定数をノミナル値に対し３倍以上とした際の検証結果が必要となる。

図 4.30から図 4.37に示す誘起電圧定数をノミナル値の３倍から１０倍とした際の結果を見

ると、誘起電圧定数をノミナル値の５倍以上とすることにより、第二共振周波数の利得が第一

共振周波数の利得より下回ることが確認される。これは図 4.24と図 4.25に示した数値解析結

果と同様に誘起電圧定数をノミナル値の５倍程度とすることにより十分に第二共振周波数を抑

圧できているといえる。よって、本検討では誘起電圧定数をノミナル値の５倍とした条件での

共振抑圧外乱オブザーバを用いた提案電流制御系を用いることとする。表 4.2に示す各制御系

のゲインおよび設定パラメータを用いた際の誘起電圧定数をノミナル値の５倍とした際の電流

制御系の周波数特性は図 4.38に示すようになる。
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4.4 共振抑圧電流制御系を用いた３慣性系の制振制御

共振抑圧外乱オブザーバを用いた電流制御系を用いることにより３慣性系の第二共振周波数

を抑圧することが確認できたため、次にこの提案する電流制御系を用いた位置・速度制御系に

おける振動抑制の有効性の検証を実験により行う。提案する電流制御系を含めたサーボシステ

ムのブロック線図を図 4.47に示す。

aL
tA

tB

Speed controller

 Controller
PI

 Controller
Current

 Observer
State

State feedback wtih observer

L(s)

H(s)

図 4.39: 提案する電流制御系を含めたサーボシステムのブロック線図

図 4.47における速度制御系は従来のサーボシステムと同様の 2慣性系モデルに基づく PIお

よび状態フィードバックシステムを用いた速度制御系の構成となる。本検討における速度制御

器の制御ゲインを表 4.3に示す。

4.4.1 速度制御系の検証

表 4.3に示す制御ゲインを用いた際の速度制御系の周波数特性として図 4.40にモータ側速度

応答までの特性を、図 4.41に負荷側速度応答までの特性を示す。

図 4.40に示す速度指令からモータ側速度応答までの周波数特性より、制御帯域は従来の速度

制御系は 208.4Hzとなり、提案する速度制御系は 224.5Hzとなっていることが確認される。そ
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表 4.3: サーボシステムにおける速度制御系のゲイン

Pゲイン 2.89×10−1

Iゲイン 1.14×101

フィードバックゲイン fωm -1.07×10−1

フィードバックゲイン fθs 7.62×102

フィードバックゲイン fωl
3.70×101

オブザーバの極 -2.00×102 rad/s

Conventional system Proposed system
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図 4.40: 従来および提案電流制御系を用いた際の速度指令 ωcmdからモータ側速度応答 ω1ま

での速度制御系の周波数特性

のため、設計された速度制御系は産業用ロボットの高速動作を実現する高性能を有しているこ

とが確認される。また、図 4.41に示す速度指令から負荷側速度応答までの周波数特性より、提

案する速度制御系の共振ピークが従来の速度制御系と比べて 4.10 dB（14.3dBから 10.2 dBへ）

減少していることが確認される。これより、提案する電流制御系を用いることにより速度制御

において残留振動の原因となる共振周波数成分を抑圧できることが期待される。
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図 4.41: 従来および提案電流制御系を用いた際の速度指令 ωcmd から負荷側速度応答 ω3 ま

での速度制御系の周波数特性
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図 4.42: 提案する電流制御系を用いた速

度制御時におけるモータ側速度応答の

実験結果
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図 4.42に提案する速度制御器を用いた際の実機実験結果を示す。図 4.42において提案する

速度制御器を用いた場合はモータ側速度応答の残留振動が抑圧されていることが確認される。

提案する電流制御系は逆起電力を用いているため、速度応答が速いほど逆起電力は大きくな

り、振動抑圧の効果は高くなる。モータ側速度応答に加えて、図 4.43に示す負荷側の加速度応

答の実験結果より、ロボット先端の負荷側加速度応答の残留振動が抑圧されていることが確認

される。

続いて、図 4.44と図 4.45に従来の電流制御系を用いた場合と提案する電流制御系を用いた

場合の速度制御の実験結果の比較図を示す。図 4.44と図 4.45に示すように、第二共振周波数

を提案する電流制御系にて抑圧できているため、制御系を広帯域化した場合においても、残留

振動を大きく抑圧できていることが確認でき、図 4.46に示す負荷側加速度応答の周波数解析

結果においても、振動成分が抑圧できていることが確認できる。これにより、提案する電流制

御系を用いた速度制御系の有用性が実機実験により確認される。
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図 4.44: 従来および提案する電流制御系を用いた速度制御時におけるモータ側速度応答の実

験結果の比較図
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図 4.45: 従来および提案する電流制御系を用いた速度制御時における負荷側加速度応答の実

験結果の比較図
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図 4.46: 図 4.45に示す負荷側加速度応答の振動成分の解析結果の比較図
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4.4.2 位置制御系の検証

aL
tA

tB

Speed controller

 Controller
PI

Position controller

 Controller
Current

 Observer
State

State feedback wtih observer

L(s)

H(s)

図 4.47: 提案する電流制御系を含めた位置制御系のブロック線図

速度制御系の次に提案する電流制御系を用いた場合の位置制御系での検討を行う。位置制御

系は図 4.47に示す応答性を向上させるため D-PD制御系を用いることとする。

D-PD位置制御系における位置指令からモータ側位置応答までの伝達関数は式 4.43となる。

θM

θrefM

=
bp4s

4 + bp3s
3 + bp2s

2 + bp1s+ bp0
s5 + ap4s4 + ap3s3 + ap2s2 + ap1s+ ap0

(4.43)

ap4 = av3 +KPDbv3

ap3 = av2 +KPDbv2 +KPP bv3

ap2 = av1 +KPDbv1 +KPP bv2

ap1 = av0 +KPDbv0 +KPP bv1

ap0 = KPP bv0

式 (4.43)より設定極 (αp1と αp2)と従属極 (αp3と αp4と αp5)、零点 (βp)より D-PD位置制御器

のゲイン設計を行う。D-PD位置制御器の各ゲインの設計式は式 (4.45)から式 (4.47)となる。

なお、従属極は式が複雑なため付録に記載する。

(s+ αp1)(s+ αp2)(s+ αp3)(s+ αp4)(s+ αp5) = s5 + Polep4s
4 + Polep3s

3 + Polep2s
2

+Polep1s+ Polep0 (4.44)
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表 4.4: サーボシステムにおける位置制御系のゲイン

位置制御　

Pゲイン KPP 1.89×10−1

DゲインKPD 3.81×10−1

フィードフォワードゲインKFF 3.15×10−1

KPP =
αp1αp2αp3αp4αp5

bv0
(4.45)

KPD =
−av3 + αp1 + αp2 + αp3 + αp4 + αp5

bv3
(4.46)

KFF =
KPP

βp

(4.47)

設計した位置制御系のゲインは表 4.4に示すようになる。

図 4.48と図 4.49に、従来の電流制御系を用いた位置制御系と提案する電流制御系を用いた

位置制御系のボード線図を示す。図 4.48は位置指令からモータ側位置応答までの周波数特性を

示し、制御帯域は 2.70Hzなっていることが確認される。また、図 4.49は位置指令から負荷側

位置応答までの周波数特性を示し、提案する位置制御系の共振ピークは小さく安定に動作する

ことが確認される。
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図 4.48: 提案電流制御系を用いた際の位置指令からモータ側位置応答までの位置制御系の周波数特性
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図 4.49: 提案電流制御系を用いた際の位置指令 θcmdから負荷側位置応答 θ3までの位置制御

系の周波数特性

位置制御の検証を行う際の実験機の外観図を図 4.50に示す。図 4.50において、レーザ変位

計は位置制御時における負荷側位置応答の測定に用いる。

Laser

Displacement

Sensor

Refrection

 Panel

At position control

図 4.50: 位置制御の実験機の外観図

図 4.51に位置制御時の負荷が位置応答の測定結果を示す。図 4.51において残留振動なく安

定した動作を実現できていることが確認される。また、図 4.51において目標位置 150 mmにお

いて応答波形が目標位置に到達していないのは、バックラッシなどの非線形成分による影響で

ある。図 4.52に示すモータ側位置応答の波形では、目標位置に対し、応答波形目標位置に到達

していることが確認される。
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図 4.51: 提案する電流制御系を用いた位置制御時における負荷側位置応答の実験結果

これにより、提案する電流制御系を用いた場合の位置制御において安定した動作を実現でき

ていることが確認される。
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図 4.52: 提案する電流制御系を用いた位置制御時におけるモータ側位置応答の実験結果
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4.5 ３慣性系に対する外乱抑圧性能

前節にて、提案する電流制御を用いることにより、第二共振周波数の抑圧を電流制御系を用

いた際のプラントシステムの周波数特性の測定にて確認された。加えて、速度制御系に提案す

る電流制御を用いることにより、速度制御時における残留振動の低減を確認することができ

た。また、位置制御においても提案する電流制御系を用いた場合にて安定した動作を実現でき

ていることが確認できた。しかしながら、産業用ロボットにおいて目標値応答の向上に加えて、

動力学などに対する外乱抑圧特性についても重要となる。そのため、次に外乱抑圧特性につい

て評価を行う。

外乱抑圧特性について評価を行うため、３慣性系および電流制御系の状態方程式を立てる。

３慣性系の状態方程式を式 (4.48)に示す。

d

dt
x = Ax+Bmıresq +BtτL (4.48)

ω1 = Cω1x (4.49)

x =
[
θ1 ω1 θs1 ω2 θs2 ω3 θ3

]

A =



0 1 0 0 0 0 0

0 −D1

J1
− K1

J1R1
0 0 0 0

0 1
R1

0 −1 0 0 0

0 0 K1

J2
−D2

J2
− K2

J2R2
0 0

0 0 0 1
R2

0 −1 0

0 0 0 0 K1

J2
−D2

J2
0

0 0 0 0 0 1 0


Bm =

[
0 Kt

J1
0 0 0 0 0

]T
Bt =

[
0 0 0 − tb

J2
0 − ta

J3
0
]T

Cω1 =
[
0 1 0 0 0 0 0

]
次に従来の電流制御系における非干渉化制御を用いた電流制御系の q軸の状態方程式を式

(4.50)に示す。

d

dt
xc = Acxc +Bcı

ref
q (4.50)

iresq = Ccxc (4.51)



130 第 4章 共振抑圧外乱オブザーバを用いたロボットサーボシステムのための振動抑制制御

xc =
[
iresq Zc

]
Ac =

[
−Rq+Kcp

Lq

1
Lq

−Kci 0

]

Bc =
[

Kcp

Lq
Kci

]T
Cc =

[
1 0

]
加えて、本論文にて提案する共振抑圧外乱オブザーバを用いた電流制御系の状態方程式を式

(4.52)に示す。

d

dt
xvc = Avcxvc +Bvcı

ref
q (4.52)

iresq = Cvcxvc (4.53)

xvc =
[
ω1 iresq V̇BPF VBPF Vdis

]

Avc =



0 0 0 0 0

− 1
Lq
ϕfap −Rq+Kcp

Lq
− ωgdv 0 0 1

Lq

1 0 −ωo

Q
−ω2

o 0

0 0 1 0 0

0 −ωgdvKcp −ωgdv
ωo

Q
ϕfanp 0 0


Bvc =

[
0 Kcp

Lq
0 0 ωgdvKcp

]T
Cvc =

[
0 1 0 0 0

]
電流制御による３慣性系の外乱抑圧について解析を行う。図 4.53に従来の電流制御を用いた

際の３慣性系の外乱特性のブロック線図を示し、図 4.54に提案する電流制御を用いた際の３

慣性系のがいら特性のブロック線図を示す。図 4.53と図 4.54においてモータ逆起電力は外乱

トルク入力によって生じるとする。また、d軸の電流の干渉項は理想状態とする。

図 4.53において、モータ逆起電力は非干渉化制御によって打ち消されるため、外乱トルク入

力に対するモータ側速度応答が外乱特性となる。

図 4.55と図 4.55に示す従来の電流制御を用いた場合では 30–40 Hzにて新しい負荷トルク伝

達項 tBの有無に関わらず第二共振周波数が存在することが確認される。これに対し、図 4.57

と図 4.58に示す提案する電流制御系を用いた場合では、30–40 Hzにて新しい負荷トルク伝達
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項 tBの有無に関わらず抑圧できていることが確認され、新しい負荷トルク伝達項 tBがある場

合において、外乱抑圧特性が悪化しないことが確認される。
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図 4.53: 従来の電流制御系を用いた際の

外乱特性のブロック線図
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図 4.54: 提案する電流制御系を用いた際

の外乱特性のブロック線図
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図 4.55: 従来の電流制御を用いた際の従

来モデル (負荷トルク伝達項 tBなし)に

おける負荷トルク入力から負荷側速度

応答出力までの周波数特性
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図 4.56: 従来の電流制御を用いた際の提

案モデル (負荷トルク伝達項 tBあり)に

おける負荷トルク入力から負荷側速度

応答出力までの周波数特性
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図 4.57: 提案する電流制御を用いた際の

従来モデル (負荷トルク伝達項 tBなし)

における負荷トルク入力から負荷側速

度応出力までの周波数特性
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図 4.58: 提案する電流制御を用いた際の

提案モデル (負荷トルク伝達項 tBあり)

における負荷トルク入力から負荷側速

度応答出力までの周波数特性



4.6 まとめ 133

4.6 まとめ

産業用ロボットの減速機において３慣性となる場合においても、従来の産業用ロボットの制

御器では２慣性系に基づく設計がされており、制御系の広帯域化した際に考慮していない共

振・反共振周波数の影響により残留振動が発生することが実験結果より確認された。この残留

振動は位置および速度制御時において確認され、産業用ロボットの高速・高精度な位置決めお

よび軌跡追従制御に影響を与えてしまう。そのため従来の２慣性系に基づく制御器を用いた際

に、残留振動の原因となる３慣性系の第二共振周波数の抑圧を行う共振抑圧外乱オブザーバを

用いた電流制御系による第二共振周波数の抑圧効果の検証を行った。

従来の電流制御では非干渉化制御を用いることにより dq軸を独立させロバストな電流応答

を目的としていたが、提案する電流制御では共振抑圧外乱オブザーバはモータ速度応答に起因

する逆起電力を利用し、VDOBおよび BPFを用いることにより着目する第二共振周波数の抑

圧を目的とする。共振抑圧外乱オブザーバを用いた電流制御により、３慣性系の第二共振周波

数自体の抑圧が確認された。加えて、共振抑圧外乱オブザーバを用いた電流制御を従来の２慣

性系に基づく制御器に適応させることにより、第二共振周波数に起因する残留振動の低減が確

認された。また、外乱トルク入力に対する周波数特性の解析結果より、従来の電流制御を用い

た場合と比べ提案する電流制御を用いた場合の周波数特性において外乱トルク入力に対する特

性の低下は生じていないことが確認された。これらの結果より、提案する電流制御は３慣性系

の特性を示す産業用ロボットの関節軸に対し、従来の２慣性系に基づく制御器を用いる際の残

留振動の低減に有効であることが示された。
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5.1 本論文による成果

本論文では産業用ロボットの二つの共振モードに対する振動抑制制御の実現のために、第二

共振周波数を有する場合に対する目標値応答および外乱応答の解析結果に基づく新しい３慣性

系のモデル化を行い、第二共振周波数を考慮した振動抑制制御を提案した。

減速機を含むロボットの関節軸のモデル化において従来では一つの共振周波数を考慮した２

慣性系モデルが主流とされていたが、ロボットの姿勢変動や先端負荷の増加により、第二共振

周波数の影響が顕著となる。加えて、制御性能の向上により第二共振周波数の影響が無視でき

なくなってきた。第二共振周波数を考慮したモデルは３慣性系として扱われる。３慣性系モデ

ルには複数の種類が存在し、プラントシステムの構造に応じた３慣性系モデルが用いられてい

る。産業用ロボットの減速機を対象とした３慣性系モデルは、直列接続３慣性系モデルが減速

機の構造と一致しており、目標値応答における周波数特性と一致するため、直列接続３慣性系

モデルとして扱うこととした。

直列接続３慣性系モデルにおいて、q軸電流指令からモータ側速度応答までの目標値応答に

対する周波数特性は測定した周波数特性とモデル化した際の周波数特性と第一共振・反共振周

波数および第二共振・反共振周波数ともに一致することが確認される。しかしながら、産業用

ロボットにおいて位置・速度において目標値応答の実現に加えて、外乱抑圧応答は重要となる。
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加えて、次世代の力制御を実現する際には位置・速度制御時における外乱トルクに対するモデ

ル化および解析が必要となる。そのため、減速機を含むロボットの関節軸のモデル化を目標値

応答に対する周波数特性に加えて、外乱トルクに対する周波数特性について解析およびモデル

化を行った。その結果、従来の直列接続３慣性系モデルでは考慮されていない新しい負荷トル

ク伝達項の存在が確認された。この新しい負荷トルク伝達項は特有のロボットもしくは特有の

減速機に生じる現象ではなく、遊星歯車装置および波動歯車装置、並びに複数の産業用ロボッ

トにおいて確認されたことにより、産業用ロボットに用いられる減速機における共通して生じ

る問題であることが確認された。また、新しい負荷トルク伝達項および第二共振周波数を考慮

した新しい直列接続３慣性系モデルは遊星歯車装置および波動歯車装置において同様の構造お

よび外力トルク伝達経路で表すことができるため、産業用ロボットの減速機における第二共振

周波数を考慮したモデルは、新しい負荷トルク伝達項を考慮した提案する直列接続３慣性系モ

デルとして定義できることを示した。

次に提案する３慣性系モデルに基づき、産業用ロボットの振動抑制の検討を行った。振動抑

制手法の一つである状態フィードバックを用いることにより、システムを安定化させ、３慣性

系モデルに基づく状態フィードバックを用いた力制御および速度制御における振動抑制の実現

を確認した。力制御においては、プラントシステムと接触対象となる環境を含めた動特性を考

慮した制御系を設計する必要がある。そのため、従来の 3慣性系モデルでは提案する 3慣性系

における新しい負荷トルク伝達項が考慮されておらず、システムを安定となるように設計され

た状態フィードバックを用いた力制御系において、想定している環境剛性を含むプラントシス

テムが実システムと異なる特性となり、振動を誘発する結果となった。対して、提案する 3慣

性系に基づく状態フィードバックおよび状態オブザーバを用いた力制御系では想定している環

境剛性を含むプラントシステムと実システムは一致するため、数値シミュレーション時と実験

時における状態オブザーバの各推定波形は類似した波形を示し推定精度の向上が確認された。

よって、反力応答における振動抑制を実現できたことが確認された。加えて、速度制御におい

ても状態フィードバックを用いた PI速度制御系を用いた際に、残留振動なく安定した動作を

実現できていることが確認された。これらの結果より、新しい３慣性系モデルに基づく振動抑
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制の有効性が確認された。

また従来の産業用ロボットの制御器は 2慣性モデルに基づき設計されており、３慣性系に対

し、従来の２慣性系モデルに基づく制御系を用いた際第二共振周波数の影響により、残留振動

が顕著に表れるため、制御性能を低下が余儀なくされる問題が生じた。この問題に対し、第二

共振周波数を抑圧する電流制御を提案した。提案する電流制御系は、従来用いられる dq軸座

標での非干渉化制御を用いた PI電流制御系において q軸のみ非干渉化制御を外し、モータの速

度応答に応じた逆起電力を用いたダンピング機能を利用する方式とした。モータの逆起電力を

ダンピングとして機能させるために、電圧外乱オブザーバにモータの速度応答にモータの極対

数と誘起電圧定数をノミナル値の５倍とした値を乗算し、第二共振周波数付近に制御帯域を設

定したバンドパスフィルタを組み合わせた構造とした。これにより、３慣性系における第二共

振周波数を電流制御のみで抑圧することが可能となり、実機実験における電流制御を用いた周

波数特性の測定結果より有効性が確認された。電流制御にて第二共振周波数の抑圧の有効性が

確認されたことにより、従来の２慣性系に基づく速度制御を用いた際、提案する電流制御を用

いることで、残留振動の低減が確認され、提案する電流制御の有用性が位置・速度制御におい

ても確認された。外乱トルク入力に対する解析結果より、提案する電流制御を用いた位置制御

系において外乱トルク入力に対する特性の低下は生じていないことが確認され、目標値特性に

加えて外乱特性においても提案する電流制御の有用性が位置・速度制御においても確認された。

5.2 今後の課題

本論文では、産業用ロボットの広帯域化や動作条件によって顕著となる第二共振周波数含め

た関節軸に対し、目標値および外乱入力に対する特性の解析を行い、第一共振周波数および第

二共振周波数を有する適切なロボットの関節軸のモデル化を行った。目標値応答および外乱ト

ルクに対する周波数特性に基づき新しい負荷トルク伝達項を考慮した３慣性系モデルを用いる

ことにより、３慣性系に対する位置・速度制御に加えて力制御における振動抑制を実現した。

しかしながら、次に示す検討課題について本論文では十分な検討がなされておらず、検討の余
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地が残る。

• ３慣性系における角度伝達誤差を考慮した減速機のモデル化および影響についての検討

• 非線形摩擦を考慮した力センサレス力制御

• 位置・速度制御における外乱抑圧特性の向上

本論文では、産業用ロボットの減速機における３慣性系のモデル化においてねじれ剛性を二

つ定義し、目標値特性および外乱トルク特性に適した構造図を示した。二つのねじれ剛性は、

センタギアもしくは FSの円筒と出力端と FSの開口部もしくはリングギアと出力端の２か所に

て発生していると定義している。従来の角度伝達誤差は、このねじれ剛性を定義している箇所

の入力と出力にて総合的に発生している現象として定義されている。そのため、角度伝達誤差

のモデルは従来と同様で問題ないのか、３慣性系における新しい角度伝達誤差モデルが定義さ

れるのか議論の余地は残る。また、角度伝達誤差に起因する振動周波数はモータの回転速度に

同期しており、非線形な振動現象として知られている。この角度伝達誤差に起因する周波数と

共振周波数が一致した際には、先端応答において振動現象が増幅され産業用ロボットの制御性

能の低下が懸念される。そのため、角度伝達誤差の影響を考慮した産業用ロボットのモーショ

ン制御が重要となってくる。

さらに、本論文では３慣性系の状態フィードバック制御にて力制御の検討を行った際には環

境反力の測定および状態オブザーバの推定精度向上のために、力センサを用いた。しかしなが

ら、力センサ自体の剛性を考慮する必要があったり、産業用ロボットへの取り付けやコスト増

加などの問題点がある場合、力センサレスとした力制御の実現が求められる。力センサレスの

力制御を実現するにあたり、０次外乱項と含めた３慣性系に基づく状態オブザーバを用いるこ

とにより、負荷トルクを推定することは可能ではある。しかしながら、パラメータ変動により

推定精度の低下が懸念され、静止摩擦などの非線形成分の影響により推定精度がさらに低下

し、振動抑制の実現が困難となる。そのため、非線形摩擦を考慮した力センサレス制御の実現

が重要となる。

加えて、３慣性系に対し２慣性系モデルに基づく位置・速度制御において、共振抑圧外乱オ
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ブザーバを用いた新しい電流制御を用いることにより、目標値応答における第二共振周波数の

抑圧は確認できたが、外乱トルク入力に対しては、性能低下が起きないだけで、外乱抑圧性能

の向上には至っていない。外乱抑圧には２自由度制御系の構造にする必要があり、２慣性系モ

デルに基づく状態オブザーバを用いた構造では２自由度制御を用いた外乱抑圧の実現は難し

い。本来はプラントシステムに対する外乱トルクを計測もしくは外乱オブザーバなどを用いて

推定し、計測または推定値を用いて補償を行う。しかしながら、３慣性系に対して２慣性系モ

デルとしているため、モデルミスマッチを前提とした外乱トルク推定を行う必要がある。その

ため、力センサレス力制御時と同様に０次外乱トルク項を項著した２慣性系に基づく状態オブ

ザーバを用いた際には推定外乱トルク項にモデルミスマッチによる影響が含まれる。よって、

本来補償する外乱トルク項とモデルミスマッチによる外乱成分を分離し、純粋な外乱トルク項

のみを用いた補償を検討しなければならない。

以上の検討課題を解決することにより、本論文にて検討・提案した手法を用いた際に産業用

ロボットの更なる高性能化を図ることが可能になると考える。
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付録 A

限定極配置法を用いた D-PD位置制御系の

設計

D-PD位置制御系における位置指令からモータ側位置応答までの伝達関数は式 A.1となる。

θM

θrefM

=
bp4s

4 + bp3s
3 + bp2s

2 + bp1s+ bp0
s5 + ap4s4 + ap3s3 + ap2s2 + ap1s+ ap0

(A.1)

ap4 = av3 +KPDbv3

ap3 = av2 +KPDbv2 +KPP bv3

ap2 = av1 +KPDbv1 +KPP bv2

ap1 = av0 +KPDbv0 +KPP bv1

ap0 = KPP bv0

式 A.1示すように伝達関数は５次となり、極は５つ存在する。そのため、極配置は式 A.2に示

す５次系との係数比較を用いる。

(s+ αps1)(s+ αps2)(s+ αps3)(s+ αps4)(s+ αps5) = s5 + Polep4s
4 + Polep3s

3 + Polep2s
2

+Polep1s+ Polep0

(A.2)

式 A.2において、設定極を αp1 と αp2 とし、従属極を αp3 と αp4 と αp5 とする。そのため、

従属極について導出する必要がある。導出される従属極は以下となる。

αp5 =
−num1p5
den1p5

+
−num2p5

den2− 1p5 + den2− 2p5 + den2− 3p5 + den2− 4p5 + den2− 5p5
+

num3− 1p5 + num3− 2p5 + num3− 3p5 + num3− 4p5
den3p5

(A.3)
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num1p5 = av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1 + bv0bv1ps1

2

+av3bv0bv2ps1
2 − av2bv0bv3ps1

2 − bv0bv2ps1
3 − b2v0ps2− av3bv0bv1ps2

+av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2

−av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2 + av2bv1bv3ps1
2ps2− av0b

2
v3ps1

2ps2

+bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2 + av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2

−b2v1ps1ps2
2 − bv0bv2ps1ps2

2 − av3bv1bv2ps1ps2
2 + av3bv0bv3ps1ps2

2

+av2bv1bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22

−bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22

+av1b
2
v3ps1

2ps22 − b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3

+bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23 + bv2bv3ps1
3ps23

den1p5 = 3(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2

+bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22

+bv2bv3ps1
3ps22 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23)
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num2p5 = 21/3(−(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1

+bv0bv1ps1
2 + av3bv0bv2ps1

2 − av2bv0bv3ps1
2 − bv0bv2ps1

3 − b2v0ps2

−av3bv0bv1ps2 + av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2− av3bv1bv2ps1
2ps2

+av3bv0bv3ps1
2ps2 + av2bv1bv3ps1

2ps2− av0b
2
v3ps1

2ps2 + bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2

+av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2 − b2v1ps1ps2
2 − bv0bv2ps1ps2

2 − av3bv1bv2ps1ps2
2

+av3bv0bv3ps1ps2
2 + av2bv1bv3ps1ps2

2 − av0b
2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22

+av3b
2
v2ps1

2ps22 − bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22

+av1b
2
v3ps1

2ps22 − b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3 + bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23

+bv2bv3ps1
3ps23)2 + 3(−av2b

2
v0 + av0bv0bv2 + av3b

2
v0ps1 + av2bv0bv1ps1

−av1bv0bv2ps1− av0bv0bv3ps1− b2v0ps1
2 − av3bv0bv1ps1

2 + av1bv0bv3ps1
2

+bv0bv1ps1
3 + av3b

2
v0ps2 + av2bv0bv1ps2− av1bv0bv2ps2− av0bv0bv3ps2

−b2v0ps1ps2− 2av3bv0bv1ps1ps2− av2b
2
v1ps1ps2 + av2bv0bv2ps1ps2 + av1bv1bv2ps1ps2

−av0b
2
v2ps1ps2 + av1bv0bv3ps1ps2 + av0bv1bv3ps1ps2 + 2bv0bv1ps1

2ps2

+av3b
2
v1ps1

2ps2− av2bv0bv3ps1
2ps2− av1bv1bv3ps1

2ps2 + av0bv2bv3ps1
2ps2

−b2v1ps1
3ps2− b2v0ps2

2 − av3bv0bv1ps2
2 + av1bv0bv3ps2

2

+2bv0bv1ps1ps2
2 + av3b

2
v1ps1ps2

2 − av2bv0bv3ps1ps2
2 − av1bv1bv3ps1ps2

2

+av0bv2bv3ps1ps2
2 − b2v1ps1

2ps22 − bv0bv2ps1
2ps22 − av3bv1bv2ps1

2ps22

+av3bv0bv3ps1
2ps22 + av2bv1bv3ps1

2ps22 − av0b
2
v3ps1

2ps22

+bv1bv2ps1
3ps22 + bv0bv1ps2

3 − b2v1ps1ps2
3 + bv1bv2ps1

2ps23

−bv1bv3ps1
3ps23)(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1

2 + bv0bv3ps1
3 + bv0bv1ps2

−b2v1ps1ps2 + bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2

−b2v2ps1
2ps22 + bv2bv3ps1

3ps22 + bv0bv3ps2
3 − bv1bv3ps1ps2

3 + bv2bv3ps1
2ps23

−b2v3ps1
3ps23))
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den2− 1p5 = (3(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2

+bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22

+bv2bv3ps1
3ps22 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23)

(−2(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1

+bv0bv1ps1
2 + av3bv0bv2ps1

2 − av2bv0bv3ps1
2 − bv0bv2ps1

3 − b2v0ps2

−av3bv0bv1ps2 + av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2

−av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2 + av2bv1bv3ps1
2ps2− av0b

2
v3ps1

2ps2

+bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2 + av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2

−b2v1ps1ps2
2 − bv0bv2ps1ps2

2 − av3bv1bv2ps1ps2
2 + av3bv0bv3ps1ps2

2

+av2bv1bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22

−bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22

−b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3 + bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23 + bv2bv3ps1
3ps23)3
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den2− 2p5 = +9(−av2b
2
v0 + av0bv0bv2 + av3b

2
v0ps1 + av2bv0bv1ps1− av1bv0bv2ps1

−av0bv0bv3ps1− b2v0ps1
2 − av3bv0bv1ps1

2 + av1bv0bv3ps1
2 + bv0bv1ps1

3

+av3b
2
v0ps2 + av2bv0bv1ps2− av1bv0bv2ps2− av0bv0bv3ps2− b2v0ps1ps2

−2av3bv0bv1ps1ps2− av2b
2
v1ps1ps2 + av2bv0bv2ps1ps2 + av1bv1bv2ps1ps2

−av0b
2
v2ps1ps2 + av1bv0bv3ps1ps2 + av0bv1bv3ps1ps2 + 2bv0bv1ps1

2ps2

+av3b
2
v1ps1

2ps2− av2bv0bv3ps1
2ps2− av1bv1bv3ps1

2ps2 + av0bv2bv3ps1
2ps2

−b2v1ps1
3ps2− b2v0ps2

2 − av3bv0bv1ps2
2 + av1bv0bv3ps2

2 + 2bv0bv1ps1ps2
2

+av3b
2
v1ps1ps2

2 − av2bv0bv3ps1ps2
2 − av1bv1bv3ps1ps2

2

+av0bv2bv3ps1ps2
2 − b2v1ps1

2ps22 − bv0bv2ps1
2ps22 − av3bv1bv2ps1

2ps22

+av3bv0bv3ps1
2ps22 + av2bv1bv3ps1

2ps22 − av0b
2
v3ps1

2ps22 + bv1bv2ps1
3ps22

+bv0bv1ps2
3 − b2v1ps1ps2

3 + bv1bv2ps1
2ps23 − bv1bv3ps1

3ps23)(av3b
2
v0

−av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1 + bv0bv1ps1
2

+av3bv0bv2ps1
2 − av2bv0bv3ps1

2 − bv0bv2ps1
3 − b2v0ps2− av3bv0bv1ps2

+av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2

−av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2 + av2bv1bv3ps1
2ps2

−av0b
2
v3ps1

2ps2 + bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2 + av3bv0bv2ps2
2

−av2bv0bv3ps2
2 − b2v1ps1ps2

2 − bv0bv2ps1ps2
2 − av3bv1bv2ps1ps2

2

+av3bv0bv3ps1ps2
2 + av2bv1bv3ps1ps2

2 − av0b
2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22

+av3b
2
v2ps1

2ps22 − bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22

−av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22 − b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3

+bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23 + bv2bv3ps1
3ps23)

(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2

+bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22

+bv2bv3ps1
3ps22 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23)

−27(av1b
2
v0 − av0bv0bv1 − av2b

2
v0ps1 + av0bv0bv2ps1 + av3b

2
v0ps1

2 − av0bv0bv3ps1
2

−b2v0ps1
3 − av2b

2
v0ps2 + av0bv0bv2ps2 + av3b

2
v0ps1ps2 + av2bv0bv1ps1ps2

−av1bv0bv2ps1ps2− av0bv0bv3ps1ps2− b2v0ps1
2ps2− av3bv0bv1ps1

2ps
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den2− 3p5 = 2 + av1bv0bv3ps1
2ps2 + bv0bv1ps1

3ps2 + av3b
2
v0ps2

2 − av0bv0bv3ps2
2

−b2v0ps1ps2
2 − av3bv0bv1ps1ps2

2 + av1bv0bv3ps1ps2
2 + bv0bv1ps1

2ps22

+av3bv0bv2ps1
2ps22 − av2bv0bv3ps1

2ps22 − bv0bv2ps1
3ps22

−b2v0ps2
3 + bv0bv1ps1ps2

3 − bv0bv2ps1
2ps23 + bv0bv3ps1

3ps23)

(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2

+bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22

+bv2bv3ps1
3ps22 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23)2

+sqrt(4(−(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1

+bv0bv1ps1
2 + av3bv0bv2ps1

2 − av2bv0bv3ps1
2 − bv0bv2ps1

3 − b2v0ps2

−av3bv0bv1ps2 + av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2− av3bv1bv2ps1
2ps2

+av3bv0bv3ps1
2ps2 + av2bv1bv3ps1

2ps2− av0b
2
v3ps1

2ps2 + bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2

+av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2 − b2v1ps1ps2
2 − bv0bv2ps1ps2

2 − av3bv1bv2ps1ps2
2

+av3bv0bv3ps1ps2
2 + av2bv1bv3ps1ps2

2 − av0b
2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22

+av3b
2
v2ps1

2ps22 − bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22

+av1b
2
v3ps1

2ps22 − b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3 + bv1bv2ps1ps2
3

−b2v2ps1
2ps23 + bv2bv3ps1

3ps23)2

+3(−av2b
2
v0 + av0bv0bv2 + av3b

2
v0ps1 + av2bv0bv1ps1− av1bv0bv2ps1

−av0bv0bv3ps1− b2v0ps1
2 − av3bv0bv1ps1

2 + av1bv0bv3ps1
2 + bv0bv1ps1

3

+av3b
2
v0ps2 + av2bv0bv1ps2− av1bv0bv2ps2− av0bv0bv3ps2− b2v0ps1ps2

−2av3bv0bv1ps1ps2− av2b
2
v1ps1ps2 + av2bv0bv2ps1ps2 + av1bv1bv2ps1ps2

−av0b
2
v2ps1ps2 + av1bv0bv3ps1ps2 + av0bv1bv3ps1ps2 + 2bv0bv1ps1

2ps2

+av3b
2
v1ps1

2ps2− av2bv0bv3ps1
2ps2− av1bv1bv3ps1

2ps2 + av0bv2bv3ps1
2ps2

−b2v1ps1
3ps2− b2v0ps2

2 − av3bv0bv1ps2
2 + av1bv0bv3ps2

2 + 2bv0bv1ps1ps2
2

+av3b
2
v1ps1ps2

2 − av2bv0bv3ps1ps2
2 − av1bv1bv3ps1ps2

2

+av0bv2bv3ps1ps2
2 − b2v1ps1

2ps22 − bv0bv2ps1
2ps22 − av3bv1bv2ps1

2ps22

+av3bv0bv3ps1
2ps22 + av2bv1bv3ps1

2ps22 − av0b
2
v3ps1

2ps22 + bv1bv2ps1
3ps22

+bv0bv1ps2
3 − b2v1ps1ps2

3 + bv1bv2ps1
2ps23 − bv1bv3ps1

3ps23)
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den2− 4p5 = (−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2

+bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22

+bv2bv3ps1
3ps22 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23))3

+(−2(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1 + bv0bv1ps1

2

+av3bv0bv2ps1
2 − av2bv0bv3ps1

2 − bv0bv2ps1
3 − b2v0ps2− av3bv0bv1ps2

+av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2− av1bv1bv3ps1ps2

+av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2− av3bv1bv2ps1
2ps2

+av3bv0bv3ps1
2ps2 + av2bv1bv3ps1

2ps2− av0b
2
v3ps1

2ps2 + bv1bv2ps1
3ps2

+bv0bv1ps2
2 + av3bv0bv2ps2

2 − av2bv0bv3ps2
2 − b2v1ps1ps2

2 − bv0bv2ps1ps2
2

−av3bv1bv2ps1ps2
2 + av3bv0bv3ps1ps2

2 + av2bv1bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2

+2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22 − bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22

−av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22 − b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3

+bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23 + bv2bv3ps1
3ps23)3 + 9(−av2b

2
v0 + av0bv0bv2

+av3b
2
v0ps1 + av2bv0bv1ps1− av1bv0bv2ps1− av0bv0bv3ps1− b2v0ps1

2

−av3bv0bv1ps1
2 + av1bv0bv3ps1

2 + bv0bv1ps1
3 + av3b

2
v0ps2 + av2bv0bv1ps2

−av1bv0bv2ps2− av0bv0bv3ps2− b2v0ps1ps2− 2av3bv0bv1ps1ps2− av2b
2
v1ps1ps2

+av2bv0bv2ps1ps2 + av1bv1bv2ps1ps2− av0b
2
v2ps1ps2 + av1bv0bv3ps1ps2

+av0bv1bv3ps1ps2 + 2bv0bv1ps1
2ps2 + av3b

2
v1ps1

2ps2− av2bv0bv3ps1
2ps2

−av1bv1bv3ps1
2ps2 + av0bv2bv3ps1

2ps2− b2v1ps1
3ps2− b2v0ps2

2 − av3bv0bv1ps2
2

−av1bv1bv3ps1ps2
2 + av0bv2bv3ps1ps2

2 − b2v1ps1
2ps22 + av1bv0bv3ps2

2

+2bv0bv1ps1ps2
2 + av3b

2
v1ps1ps2

2 − av2bv0bv3ps1ps2
2 − bv0bv2ps1

2ps22

−av3bv1bv2ps1
2ps22 + av3bv0bv3ps1

2ps22 + av2bv1bv3ps1
2ps22 − av0b

2
v3ps1

2ps22

+bv1bv2ps1
3ps22 + bv0bv1ps2

3 − b2v1ps1ps2
3 + bv1bv2ps1

2ps23 − bv1bv3ps1
3ps23)

(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1 + bv0bv1ps1

2

+av3bv0bv2ps1
2 − av2bv0bv3ps1

2 − bv0bv2ps1
3 − b2v0ps2− av3bv0bv1ps2

+av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2

−av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2 + av2bv1bv3ps1
2ps2− av0b

2
v3ps1

2ps2

+bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2 + av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2 − b2v1ps1ps2
2

−bv0bv2ps1ps2
2 − av3bv1bv2ps1ps2

2 + av3bv0bv3ps1ps2
2
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den2− 5p5 = +av2bv1bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22

−bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22

+bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 − b2v2ps1

3ps22 − bv0bv2ps2
3 + bv1bv2ps1ps2

3 − b2v2ps1
2ps23

+bv2bv3ps1
3ps23)(−b2v0 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2 + bv1bv2ps1
2ps2

−bv1bv3ps1
3ps2− bv0bv2ps2

2 + bv1bv2ps1ps2
2 − b2v2ps1

2ps22 + bv2bv3ps1
3ps22

−av0bv0bv1 − av2b
2
v0ps1 + av0bv0bv2ps1 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3

+bv2bv3ps1
2ps23 − b2v3ps1

3ps23)− 27(av1b
2
v0 + av3b

2
v0ps1

2 − av0bv0bv3ps1
2

−b2v0ps1
3 − av2b

2
v0ps2 + av0bv0bv2ps2 + av3b

2
v0ps1ps2 + av2bv0bv1ps1ps2

−av1bv0bv2ps1ps2− av0bv0bv3ps1ps2− b2v0ps1
2ps2− av3bv0bv1ps1

2ps2

+av1bv0bv3ps1
2ps2 + bv0bv1ps1

3ps2 + av3b
2
v0ps2

2 − av0bv0bv3ps2
2 − b2v0ps1ps2

2

−av3bv0bv1ps1ps2
2 + av1bv0bv3ps1ps2

2 + bv0bv1ps1
2ps22 + av3bv0bv2ps1

2ps22

−av2bv0bv3ps1
2ps22 − bv0bv2ps1

3ps22 − b2v0ps2
3 + bv0bv1ps1ps2

3 − bv0bv2ps1
2ps23

+bv0bv3ps1
3ps23)(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1

2 + bv0bv3ps1
3 + bv0bv1ps2

−b2v1ps1ps2 + bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2

−b2v2ps1
2ps22 + bv2bv3ps1

3ps22 + bv0bv3ps2
3 − bv1bv3ps1ps2

3

+bv2bv3ps1
2ps23 − b2v3ps1

3ps23)2)2))1/3)
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num3− 1p5 = (−2(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1 + bv0bv1ps1

2

+av3bv0bv2ps1
2 − av2bv0bv3ps1

2 − bv0bv2ps1
3 − b2v0ps2− av3bv0bv1ps2

+av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2

−av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2 + av2bv1bv3ps1
2ps2− av0b

2
v3ps1

2ps2

+bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2 + av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2 − b2v1ps1ps2
2

+av2bv1bv3ps1ps2
2 − bv0bv2ps1ps2

2 + bv1bv2ps1
3ps2− av3bv1bv2ps1ps2

2

+av3bv0bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22

−bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22

−b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3 + bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23 + bv2bv3ps1
3ps23)3

+9(−av2b
2
v0 + av0bv0bv2 + av3b

2
v0ps1 + av2bv0bv1ps1− av1bv0bv2ps1

−av0bv0bv3ps1− b2v0ps1
2 − av3bv0bv1ps1

2 + av1bv0bv3ps1
2 + bv0bv1ps1

3

+av3b
2
v0ps2 + av2bv0bv1ps2− av1bv0bv2ps2− av0bv0bv3ps2− b2v0ps1ps2

−2av3bv0bv1ps1ps2− av2b
2
v1ps1ps2 + av2bv0bv2ps1ps2 + av1bv1bv2ps1ps2

−av0b
2
v2ps1ps2 + av1bv0bv3ps1ps2 + av0bv1bv3ps1ps2 + 2bv0bv1ps1

2ps2

+av3b
2
v1ps1

2ps2− av2bv0bv3ps1
2ps2− av1bv1bv3ps1

2ps2 + av0bv2bv3ps1
2ps2

−b2v1ps1
3ps2− b2v0ps2

2 − av3bv0bv1ps2
2 + av1bv0bv3ps2

2 + 2bv0bv1ps1ps2
2

+av3b
2
v1ps1ps2

2 − av2bv0bv3ps1ps2
2 − av1bv1bv3ps1ps2

2 + av0bv2bv3ps1ps2
2

−b2v1ps1
2ps22 − bv0bv2ps1

2ps22 − av3bv1bv2ps1
2ps22 + av3bv0bv3ps1

2ps22

+av2bv1bv3ps1
2ps22 − av0b

2
v3ps1

2ps22 + bv1bv2ps1
3ps22 + bv0bv1ps2

3

−b2v1ps1ps2
3 + bv1bv2ps1

2ps23 − bv1bv3ps1
3ps23)(av3b

2
v0 − av0bv0bv3

−b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1 + bv0bv1ps1
2 + av3bv0bv2ps1

2

−av2bv0bv3ps1
2 − bv0bv2ps1

3 − av2bv0bv3ps1ps2− av1bv1bv3ps1ps2

−b2v0ps2− av3bv0bv1ps2 + av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2

+av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2− av3bv1bv2ps1
2ps2

+av3bv0bv3ps1
2ps2 + av2bv1bv3ps1

2ps2− av0b
2
v3ps1

2ps2 + bv1bv2ps1
3ps2

+bv0bv1ps2
2 + av3bv0bv2ps2

2 − av2bv0bv3ps2
2 − b2v1ps1ps2

2

−bv0bv2ps1ps2
2 − av3bv1bv2ps1ps2

2 + av3bv0bv3ps1ps2
2

+av2bv1bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22

−bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22
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num3− 2p5 = −b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3 + bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23 + bv2bv3ps1
3ps23)

(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2

+bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22

+bv2bv3ps1
3ps22 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23)

−27(av1b
2
v0 − av0bv0bv1 − av2b

2
v0ps1 + av0bv0bv2ps1 + av3b

2
v0ps1

2 − av0bv0bv3ps1
2

−b2v0ps1
3 − av2b

2
v0ps2 + av0bv0bv2ps2 + av3b

2
v0ps1ps2 + av2bv0bv1ps1ps2

−av1bv0bv2ps1ps2− av0bv0bv3ps1ps2− b2v0ps1
2ps2− av3bv0bv1ps1

2ps2

+av1bv0bv3ps1
2ps2 + bv0bv1ps1

3ps2 + av3b
2
v0ps2

2 − av0bv0bv3ps2
2

−b2v0ps1ps2
2 − av3bv0bv1ps1ps2

2 + av1bv0bv3ps1ps2
2 + bv0bv1ps1

2ps22

+av3bv0bv2ps1
2ps22 − av2bv0bv3ps1

2ps22 − bv0bv2ps1
3ps22 − b2v0ps2

3

+bv0bv1ps1ps2
3 − bv0bv2ps1

2ps23 + bv0bv3ps1
3ps23)

(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2

+bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22

+bv2bv3ps1
3ps22 + bv0bv3ps2

3 − bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23)2

+
√

(4(−(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1

+bv0bv1ps1
2 + av3bv0bv2ps1

2 − av2bv0bv3ps1
2 − bv0bv2ps1

3 − b2v0ps2

−av3bv0bv1ps2 + av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2

−av2bv0bv3ps1ps2− av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2

−b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2− av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2

+av2bv1bv3ps1
2ps2− av0b

2
v3ps1

2ps2 + bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2

+av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2 − b2v1ps1ps2
2 − bv0bv2ps1ps2

2

−av3bv1bv2ps1ps2
2 + av3bv0bv3ps1ps2

2 + av2bv1bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2

+2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22 − bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22

−av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22 − b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3 + bv1bv2ps1ps2
3

−b2v2ps1
2ps23 + bv2bv3ps1

3ps23)2 + 3(−av2b
2
v0 + av0bv0bv2 + av3b

2
v0ps1

+av2bv0bv1ps1− av1bv0bv2ps1− av0bv0bv3ps1− b2v0ps1
2 − av3bv0bv1ps1

2

+av1bv0bv3ps1
2 + bv0bv1ps1

3 + av3b
2
v0ps2 + av2bv0bv1ps2− av1bv0bv2ps2

−av0bv0bv3ps2− b2v0ps1ps2− 2av3bv0bv1ps1ps2− av2b
2
v1ps1ps2 + av2bv0bv2ps1ps2

+av1bv1bv2ps1ps2− av0b
2
v2ps1ps2 + av1bv0bv3ps1ps2 + av0bv1bv3ps1ps2



151

num3− 3p5 = 2bv0bv1ps1
2ps2 + av3b

2
v1ps1

2ps2− av2bv0bv3ps1
2ps2− av1bv1bv3ps1

2ps2

+av0bv2bv3ps1
2ps2− b2v1ps1

3ps2− b2v0ps2
2 − av3bv0bv1ps2

2 + av1bv0bv3ps2
2

+2bv0bv1ps1ps2
2 + av3b

2
v1ps1ps2

2 − av2bv0bv3ps1ps2
2 − av1bv1bv3ps1ps2

2

+av0bv2bv3ps1ps2
2 − b2v1ps1

2ps22 − bv0bv2ps1
2ps22 − av3bv1bv2ps1

2ps22

+av3bv0bv3ps1
2ps22 + av2bv1bv3ps1

2ps22 − av0b
2
v3ps1

2ps22 + bv1bv2ps1
3ps22

+bv0bv1ps2
3 − b2v1ps1ps2

3 + bv1bv2ps1
2ps23 − bv1bv3ps1

3ps23)(−b2v0 + bv0bv1ps1

−bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2 + bv1bv2ps1
2ps2

−bv1bv3ps1
3ps2− bv0bv2ps2

2 + bv1bv2ps1ps2
2 − b2v2ps1

2ps22 + bv2bv3ps1
3ps22

+bv0bv3ps2
3 − bv1bv3ps1ps2

3 + bv2bv3ps1
2ps23 − b2v3ps1

3ps23))3

+(−2(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1 + av1bv0bv3ps1

+bv0bv1ps1
2 + av3bv0bv2ps1

2 − av2bv0bv3ps1
2 − bv0bv2ps1

3 − b2v0ps2− av3bv0bv1ps2

+av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2− av2bv0bv3ps1ps2

−av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2

−av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2 + av2bv1bv3ps1
2ps2− av0b

2
v3ps1

2ps2

+bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2 + av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2

−b2v1ps1ps2
2 − bv0bv2ps1ps2

2 − av3bv1bv2ps1ps2
2 + av3bv0bv3ps1ps2

2

+av2bv1bv3ps1ps2
2 − av0b

2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22

−bv0bv3ps1
2ps22 − av3bv1bv3ps1

2ps22 − av2bv2bv3ps1
2ps22 + av1b

2
v3ps1

2ps22

−b2v2ps1
3ps22 − bv0bv2ps2

3 + bv1bv2ps1ps2
3 − b2v2ps1

2ps23 + bv2bv3ps1
3ps23)3

+9(−av2b
2
v0 + av0bv0bv2 + av3b

2
v0ps1 + av2bv0bv1ps1− av1bv0bv2ps1

−av0bv0bv3ps1− b2v0ps1
2 − av3bv0bv1ps1

2 + av1bv0bv3ps1
2 + bv0bv1ps1

3

+av3b
2
v0ps2 + av2bv0bv1ps2− av1bv0bv2ps2− av0bv0bv3ps2− b2v0ps1ps2

−2av3bv0bv1ps1ps2− av2b
2
v1ps1ps2 + av2bv0bv2ps1ps2 + av1bv1bv2ps1ps2

−av0b
2
v2ps1ps2 + av1bv0bv3ps1ps2 + av0bv1bv3ps1ps2 + 2bv0bv1ps1

2ps2

+av3b
2
v1ps1

2ps2− av2bv0bv3ps1
2ps2− av1bv1bv3ps1

2ps2 + av0bv2bv3ps1
2ps2

−b2v1ps1
3ps2− b2v0ps2

2 − av3bv0bv1ps2
2 + av1bv0bv3ps2

2 + 2bv0bv1ps1ps2
2
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num3− 4p5 = +av3b
2
v1ps1ps2

2 − av2bv0bv3ps1ps2
2 − av1bv1bv3ps1ps2

2 + av0bv2bv3ps1ps2
2

−b2v1ps1
2ps22 − bv0bv2ps1

2ps22 − av3bv1bv2ps1
2ps22 + av3bv0bv3ps1

2ps22

+av2bv1bv3ps1
2ps22 − av0b

2
v3ps1

2ps22 + bv1bv2ps1
3ps22 + bv0bv1ps2

3 − b2v1ps1ps2
3

+bv1bv2ps1
2ps23 − bv1bv3ps1

3ps23)(av3b
2
v0 − av0bv0bv3 − b2v0ps1− av3bv0bv1ps1

+av1bv0bv3ps1 + bv0bv1ps1
2 + av3bv0bv2ps1

2 − av2bv0bv3ps1
2 − bv0bv2ps1

3

−b2v0ps2− av3bv0bv1ps2 + av1bv0bv3ps2 + 2bv0bv1ps1ps2 + av3b
2
v1ps1ps2

−av2bv0bv3ps1ps2− av1bv1bv3ps1ps2 + av0bv2bv3ps1ps2− b2v1ps1
2ps2− bv0bv2ps1

2ps2

−av3bv1bv2ps1
2ps2 + av3bv0bv3ps1

2ps2 + av2bv1bv3ps1
2ps2− av0b

2
v3ps1

2ps2

+bv1bv2ps1
3ps2 + bv0bv1ps2

2 + av3bv0bv2ps2
2 − av2bv0bv3ps2

2 − b2v1ps1ps2
2

−bv0bv2ps1ps2
2 − av3bv1bv2ps1ps2

2 + av3bv0bv3ps1ps2
2 + av2bv1bv3ps1ps2

2

−av0b
2
v3ps1ps2

2 + 2bv1bv2ps1
2ps22 + av3b

2
v2ps1

2ps22 − bv0bv3ps1
2ps22

−av3bv1bv3ps1
2ps22 − av2bv2bv3ps1

2ps22 + av1b
2
v3ps1

2ps22 − b2v2ps1
3ps22

−bv0bv2ps2
3 + bv1bv2ps1ps2

3 − b2v2ps1
2ps23 + bv2bv3ps1

3ps23)(−b2v0 + bv0bv1ps1

−bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2− b2v1ps1ps2 + bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2

−bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2 − b2v2ps1
2ps22 + bv2bv3ps1

3ps22 + bv0bv3ps2
3

−bv1bv3ps1ps2
3 + bv2bv3ps1

2ps23 − b2v3ps1
3ps23)

−27(av1b
2
v0 − av0bv0bv1 − av2b

2
v0ps1 + av0bv0bv2ps1 + av3b

2
v0ps1

2

−av0bv0bv3ps1
2 − b2v0ps1

3 − av2b
2
v0ps2 + av0bv0bv2ps2 + av3b

2
v0ps1ps2

+av2bv0bv1ps1ps2− av1bv0bv2ps1ps2− av0bv0bv3ps1ps2− b2v0ps1
2ps2

−av3bv0bv1ps1
2ps2 + av1bv0bv3ps1

2ps2 + bv0bv1ps1
3ps2 + av3b

2
v0ps2

2

−av0bv0bv3ps2
2 − b2v0ps1ps2

2 − av3bv0bv1ps1ps2
2 + av1bv0bv3ps1ps2

2

+bv0bv1ps1
2ps22 + av3bv0bv2ps1

2ps22 − av2bv0bv3ps1
2ps22 − bv0bv2ps1

3ps22

−b2v0ps2
3 + bv0bv1ps1ps2

3 − bv0bv2ps1
2ps23 + bv0bv3ps1

3ps23)(−b2v0

+bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2

−b2v1ps1ps2 + bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2

−b2v2ps1
2ps22 + bv2bv3ps1

3ps22 + bv0bv3ps2
3 − bv1bv3ps1ps2

3 + bv2bv3ps1
2ps23

−b2v3ps1
3ps23)2)2))1/3
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den3p5 = (321/3(−b2v0 + bv0bv1ps1− bv0bv2ps1
2 + bv0bv3ps1

3 + bv0bv1ps2

−b2v1ps1ps2 + bv1bv2ps1
2ps2− bv1bv3ps1

3ps2− bv0bv2ps2
2 + bv1bv2ps1ps2

2

−b2v2ps1
2ps22 + bv2bv3ps1

3ps22 + bv0bv3ps2
3 − bv1bv3ps1ps2

3

+bv2bv3ps1
2ps23 − b2v3ps1

3ps23))

αp4 = −nump4

denp4

(A.4)
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nump4 = (av1b
2
v0 − av0bv0bv1 − av2b

2
v0ps1 + av0bv0bv2ps1− av2b

2
v0ps2

+av0bv0bv2ps2 + av2bv0bv1ps1ps2− av1bv0bv2ps1ps2 + b2v0ps1
2ps2

+b2v0ps1ps2
2 − bv0bv1ps1

2ps22 − av2b
2
v0ps5 + av0bv0bv2ps5 + av2bv0bv1ps1ps5

−av1bv0bv2ps1ps5 + b2v0ps1
2ps5 + av2bv0bv1ps2ps5− av1bv0bv2ps2ps5

+2b2v0ps1ps2ps5− av2b
2
v1ps1ps2ps5 + av2bv0bv2ps1ps2ps5 + av1bv1bv2ps1ps2ps5

−av0b
2
v2ps1ps2ps5− av1bv0bv3ps1ps2ps5 + av0bv1bv3ps1ps2ps5− 2bv0bv1ps1

2ps2ps5

+b2v0ps2
2ps5− 2bv0bv1ps1ps2

2ps5 + b2v1ps1
2ps22ps5 + b2v0ps1ps5

2 − bv0bv1ps1
2ps52

+b2v0ps2ps5
2 − 2bv0bv1ps1ps2ps5

2 + b2v1ps1
2ps2ps52 − bv0bv1ps2

2ps52 + b2v1ps1ps2
2ps52

−bv1bv2ps1
2ps22ps52 + bv0bv3ps1

2ps22ps52 + sqrt((−av2b
2
v0ps1− av2b

2
v0ps2

+av2bv0bv1ps1ps2 + b2v0ps1
2ps2 + b2v0ps1ps2

2 − bv0bv1ps1
2ps22 − av2b

2
v0ps5

+av2bv0bv1ps1ps5 + b2v0ps1
2ps5 + av2bv0bv1ps2ps5 + 2b2v0ps1ps2ps5− av2b

2
v1ps1ps2ps5

+av2bv0bv2ps1ps2ps5− 2bv0bv1ps1
2ps2ps5 + b2v0ps2

2ps5− 2bv0bv1ps1ps2
2ps5

+b2v1ps1
2ps22ps5 + b2v0ps1ps5

2 − bv0bv1ps1
2ps52 + b2v0ps2ps5

2 − 2bv0bv1ps1ps2ps5
2

+b2v1ps1
2ps2ps52 − bv0bv1ps2

2ps52 + b2v1ps1ps2
2ps52 − bv1bv2ps1

2ps22ps52

+bv0bv3ps1
2ps22ps52 + av0(−bv0bv1 + (−b2v2 + bv1bv3)ps1ps2ps5

+bv0bv2(ps1 + ps2 + ps5)) + av1(b
2
v0 + bv1bv2ps1ps2ps5− bv0(bv2ps2ps5

+bv3ps1ps2ps5 + bv2ps1(ps2 + ps5))))2 − 4bv0(−av2bv0ps1ps2

+bv0ps1
2ps22 − av2bv0ps1ps5− av2bv0ps2ps5 + av0bv2ps2ps5 + av2bv1ps1ps2ps5

−av1bv2ps1ps2ps5 + bv0ps1
2ps2ps5 + bv0ps1ps2

2ps5− bv1ps1
2ps22ps5 + bv0ps1

2ps52

+bv0ps1ps2ps5
2 − bv1ps1

2ps2ps52 + bv0ps2
2ps52 − bv1ps1ps2

2ps52 + bv2ps1
2ps22ps52

+av0bv2ps1(ps2 + ps5) + av1bv0(ps1 + ps2 + ps5)− av0bv1(ps1 + ps2 + ps5))(b2v0(ps1
2

+ps22 + ps2ps5 + ps52 + ps1(ps2 + ps5)) + ps1ps2ps5(b2v2ps1ps2ps5

−bv1(bv2ps2ps5 + bv3ps1ps2ps5 + bv2ps1(ps2 + ps5)))

+bv0(−bv1(ps1 + ps2)(ps1 + ps5)(ps2 + ps5)

+b2v1(ps1 + ps2 + ps5) + bv3ps1ps2ps5(ps2ps5 + ps1(ps2 + ps5))

+bv2(ps2
2ps52 + ps12(ps22 + ps52))))))
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denp4 = (2(b2v0(ps1
2 + ps22 + ps2ps5 + ps52 + ps1(ps2 + ps5)) + ps1ps2ps5(b2v2ps1ps2ps5

+b2v1(ps1 + ps2 + ps5)− bv1(bv2ps2ps5 + bv3ps1ps2ps5 + bv2ps1(ps2 + ps5)))

+bv0(−bv1(ps1 + ps2)(ps1 + ps5)(ps2 + ps5) + bv3ps1ps2ps5(ps2ps5 + ps1(ps2 + ps5))

+bv2(ps2
2ps52 + ps12(ps22 + ps52)))))

αp3 =
nump3

denp3

(A.5)

nump3 = (b2v1ps1ps2ps4ps5 + b2v0(ps4ps5 + ps2(ps4 + ps5) + ps1(ps2 + ps4 + ps5))

−bv0(bv2ps1ps2ps4ps5 + bv1(ps1ps4ps5 + ps2ps4ps5 + ps1ps2(ps4 + ps5))))

denp3 = (bv0(av1bv0 − av0bv1 − bv0ps1ps2ps4− bv0ps1ps2ps5− bv0ps1ps4ps5

−bv0ps2ps4ps5 + bv1ps1ps2ps4ps5))

以上の従属極を用いることにより、D-PD位置制御系のゲイン設計を行うことが可能となる。
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